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数学分析是大学教学系的一门重要必修课，是学习其它数学 
课的基础。同时，也是理工科高等数学的主要组成部分。 

吉米多维奇著的《数学分析习題集》是一本国际知名的著作， 
它在中国有很大影响，早在上世纪五十年代，国内就出版了该书 
的中译本。安徽人民出版社翻译出版了新版的吉米多维奇《数学 
分析习题集》，以俄文第13版（最新版本）为基础，新版的习题集 
在原版的基础上增加了部分新题，共计有五千道习题•数量多，内 
容丰富，包括了数学分析的全部主题。部分习题难度较大，初学 
者不易解答。为了给广大高校师生提供学习参考•应安徽人民出 
版社的同志邀请，我们为新版的习題集作解答。本书可以作为学 
习数学分析过程中的参考用书。 

众所周知，学习数学，做练习题是一个很重要的环节。通过 
做练习题，可以巩固我们所学到的知识，加深我们对基础概念的 
理解，还可以提高我们的运算能力，逻辑推理能力•综合分析能 
力。所以，我们希望读者遇到问题一定要认真思考，努力找出自 
己的解答，不要轻易查抄本书的解答。 

廖良文编写了第一 、二、三、 四及八章习题的解答，许宁编写 
了第六、七章习題的解答。本书的编写过程中，我们参考了国内 
的一些数学分析教科书及已有的题解，在许多方面得到了启发， 
谨对原书的作者表示感谢，在此，不再一一列出。 

本书自出版以来受到广大高校师生的高度肯定，深受读者喜 
爱，畅销不衰。此次再版•我们纠正了前一版中存在的个别错误， 
对版面进行了适当调整。在此对为此书付出辛勤劳动的各位老 
师表示深切的谢意！ 

由于我们水平有限•错误和缺点在所难免。欢迎读者批评指正 3 
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. 二重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


第八章 


多重积分和曲线积分 


备 1. 二重积分 

1. 二重积分的直接计算法 下数称为由连续函数 
有界封闭二维域 n 上的二重 积分： 

||/( j .、 V ) d . rd.y = lim 2 ，乂 ) 紅△: V , 

X max Ar, ; 

11 max 

Jt - 中仏, = jv 丨 = y r ,\ — y t . 而其和是对于使 (. r , ，％ ) G 
O 的所有 / 和)来求的. 

若用不等式表示域 fi : 

a ^ X ^ /^. Vi ( J *) ^ 3^ ^ %(』•）， 

其屮 w (. r ) 和 M (. r ) 为[心/>]区间的连续闲数，则相应的二重积分 
n 了以按照下式 计算： 


f(.r.y)drdy = | dr! /( j,y) d^. 
丄 " ‘ J a J 、， 山》 


2. 二重积分中的变量代换 若可微分的连续闲数 

x = x(unv) = y(u^v). 

把 ( hy 平面上有界封闭域 n 单值唯一地映为 ( hv 平而 h 域 n 

以及雅哿比行 列式： 

I = D(x.y) 

D( u ， v) 

可能除了零测度集 之外， 在域内保持符号不变•则 F 式是正 
确的： 

\\f(x.y)±rdy = l|/( x(u^v) .yCu^v)) I dwdx;* 
特别是对于按照公式 i = rcos ^, v = rsinp 变换极坐标 r 和 p 的情 





吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


况.得 出: 


\ f(x,y)djdy = [/(rcos (p,rs\n (p)rdrdcp. 


[3901] 计算积分 


jydj ： dy. 


較！ 

把它看作是积分和的极限，用 直线： 

# • 

x = 丄，=丄 ( i，j = 1，2，•••，;？一 1)， 
n n 

把积分域分成若干正方形，并在这些正方形的右顶点选取被积函 
数值 • 

解用 



将积分域分成若干正方形，则 

Aj ' = A V = — ^ 

ri 

故积分和为 



" 2 (”+ 1) 2 



所以 


J ^ drd ^ = lim U . L ) 2 

较！ 


【3902】用直线 



x = 1 + 十 ， jy = 1 + ^(/，）= 0，1，…， 7 Z ) ， 

把1<^<2，1 < 3,域分成若干矩形，写出此域内函数 

f ( x , y )= x 2 + y 2 的积分上和 S 与积分下和么当 W — oo 时，上和 
与下和的极限等于什么？ 

解上和为 








第八章多重积分和曲线积分 




n 


其中 S ^* 2 


；?(；? +1X2/7+1) 
6 


，r i n^i 广 . V o • -i 

下和为 >2§[( i + 士 )+( i +9] 士 


=0 1=0 


40 11 , 5 
■ •_ _ ■ ■ — ■ ■ ■ ■ ■ 一 _ 

3 n 3 w 2 ’ 


limS = liniS 


40 


【3903. 用一系列内接正方形作为积分域的近似域，且正方形 
的顶点位于整数点上，并且在每个正方形离坐标原点最远的 
顶点上选取被积函数值，近似的计算积分： 

T dady 

v /24+ P+y ’ 

将所得出的结果与积分精确值进行比较. 

解 由题意知，应取的正方形顶点为（1.1)，（1，2)，（1，3)， 

(1,4),(2，1)，（2,2)，（2,3)，（2,4)，（3，1),(3,2)，（3,3)，（3,4)， 

(4，1)，（4,2)，（4,3).故利用对称性知 

丄 IT drdy 
4 _ 2 JJ ^ v /24+ x 2 +y 




% 


726 


2 I 2 I 2 

v /29 v /34 /4 l 




-^= + -^= i ^ 2 - 469. 
x /42 v /49 


， +v-<25 


drd )， 

24+ x 2 +y 


^ 9. 876. 


下面来计算积分的精确值，利用极坐标来计算. 


— 3 — 
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= 2tt(7 — y / 24 ) ^ 13. 194. 


将精确值与近似值作比较•显然•误差很大，其原闪在于有不 
少不是正方形的域被忽略•因而产生较大的绝对误 3. 318及较大 

的相对误差 

【3904】 S 是由直线1 = 0.：y = 0和 i + )，= 1围成的三角 
形•用直线= 常数. =常数 ..r + > =常数把域 S 分成四个相 
等的三角形•且在这些三角形的承心选取被积函数值.近似地计 

算积分 J[ yrr ^ js . 

•s • 

解 以 I = 士，《>，= I及了 + —v = +分域 s 即得四个相等 

的三角形，它的面积均为 

、 c 1 1 1 1 

重心为 (fj). (如+)，(音 4) 及(+ 4) •于是，此枳分的近 

似值为 | yTTJds 

«/•# 

= i(Vi + i + Vi + i +2 Vl + i) 

^ -^-(0. 577 + 0.816 + 2. 091) ^ 0. 402. 

O 

【3905】把 S{^ +r <1} 域分成有穷个直径小于5的可求 
积的子域 AS ,(/= 1.2，〜W). 

当占为什么样的值时将保证以下不等式 成立： 

/ V # ft 

1 sin (x + .yJdS — ^\sin (or, + ) AS, <C 0. 001. 

s 1=1 

其中（了 , ，乂 ） 6 as,. 

解 i 己函数 sink+ y) 在 AS, 中的振幅为⑴，，则 






. 二重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


sin(o* + y)dS — ^sin(j*, + jy f ) AS, 



[sin(j + ^v) — sin(^ f +)，,)：dS 


< Sjcu , 


I sin(x + j) — s\n(x t + y，）I dS 


ds=z 


U) t L 


0 . 001 


因域 su 2 +y < i } 的面积为 tt ， 故只要⑼即可，而 

7T 




< 


sup I s\n(x\ + y\) — sin() | 

• V . >6 於 


sup 


I (T’ ， +y,) — (x, +y,)\ 


sup _ [ I x'i -x, | + | yi — 乂 I] 


<2 ( sup v/U + (/「 乂 ) 2 = 2 次 


(•r • • 


故只要取 


^<^X0. 001^1.6X10- 


则有 


I (sin(:r+ y))dS— ^sin(j* f +>0 AS, < 0. 001 


计算积分 （3906—3908)。 

【3906— 3908】 I ' dr\\x + y ) dy . 

解 I dr| (i + ：y)d：y = [ (J：v + jy)、dr 

= I !(- r + i) dr = i ( ' r2+ - r) [ = 1 - 


【3907】 


'dx\\xy^dy. 
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ri fx 

解 dr , 

0 J 尸 


jry'dy 


cLr 


J:L 


40' 


【3908 】 j d 沪 I ^ sin^di 


f 2 it fa 3 f 2 n 

解 j dcp rsin : (pdr = — J sin 2 ^d^ 


y ( f - T sin M 


na 


【3909】若 i ? 为 矩形〜 <了<焱，办<7</3，并且函数：\：(了) 
和 V (^) 在相应区间是连续的，证明不 等式： 


X(j')Y( > y)(ird < y = f X (a*)drf y(.y)d > y. 

J a J h 


将二重积分化为二次积分即得 


j[x ( a ') y ( jy ) cbdj ； 


A dx\ B X(x)Y(y)dy= \ A X(x)dx{ B Y(y)dy. 
Jo Jo Jo Jo 


【3910】若 / Cr ， y ) =广0.(了，7)，计算 


•A rft 

dr f(x,y)dy. 

a h 


r.\ rh r.\ g u 

drj f(x^y)dy = j F s (x^y) cLr 


/ '[ F ， T ( x , B )- F ， T ( j^)]cLr 

^ a 


F (:， B) A -F(xJ?) 


F(A,B) - F(a.B) - F(A,b) + F(a,b). 


[3911] 设 fU ) 为在区间的连续函数，证明不 


等式 


! [ f(x)dx j ^ (b — a) / 2 (jr)dr ， 
L J a J a 


6 




•二重积分第八章多重积分和曲线积分 


其中当且仅当 /(•!•)= 常数时等号才成立. 

提示•.研究积分 

£’心£[/(:)-/(30] 2 如 

证因为 

0<[ dr [ [/(:) — /(》)] 2 如 

J a J a 

=(b — a)^ / 2 (x)cLr — 2(J /(j')cLr) 


+ (6 —a) 


/:’（* y ) cLv ， 

a 


所以 


(J /(j*)dr) ^ (6 —a)J /■ (j-)dr. 


当 f ( x ) 为常数时，显然上式中等号成立.反之，设上式中等号成 


立，则 


其中 


0 «[/ Cr )- 八> 0 ] 2 办 

=丄[[/(:)-/(川?^^= /， 

S 

S = { a ^.x ^ b,a 
Fix.y) = U\x) - 


为 S 中的非负连续函数•若存在 U,，>) 6 S 使得 F(xo，>)>0, 
则存在一个包含(々，>)的小区域 (AS)， 使得当 Cr,：y) 6 (AS) 时 


F ( x , y )>- 


F ( x 0 ^ 


从而 /> 


F ( u )〉^^ AS 〉0, 


(AS) 


矛盾. 因此，在 S t ^ F ( x . y ) = 0,即 f ( x ) 
【3912】下列积分具有怎样的 符号： 


常数. 


( 1 ) 


In (j - + y 1 ) drd>' ; 




\ — x 2 — y 2 dxdy ； 


( 2 ) 
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(3) 


arcsin(.r + jOdrdy? 



解 （1) 因为 

0<.r 2 +y <(| J-I+ v|) 2 <l, 

所以当 ui+b |<1 时， 

ln(x 2 + y) < lnl = 0. 


故 


\n(x : +y )cLr < 0. 


•rl 十 ; .vl<l 

(2) 显然有 


y/ 1 —X 2 — y- clrcb，= /i — / 2 — h. 




其中 


>/1 — *r 2 — y 2 dr dy ， 


• v<i 


n/j* 2 + y — 1 d.rdy 


h 


mT 

J 




1 drdv . 




当工 2 +/<1时， 


故 

同样 


o < <1. 

o < h < 丌， 

U >o ， 


3 > 


因此 


drdj = 4 k — 27r = 2 - k , 
\/1 — x 2 — y 2 cLrd^y < 0. 


<4 


(3) arcsin(‘r 一 ），） drd_y 

0 <^I 

一《卜： 

= If a rcsi n (.7* + ) dr d^y 

0< o<l 

—1«0 


0«1 

«l-.r 


arcsin(T + ) ，） drd‘v 


8 




1 . 二重积分 第八章多重积分和曲线积分 


由对称性知，上式第一个积分为零•在第二枳分中，被积函数 
在积分域中为非负且不恒为零的连续函数，因而积分值是正的. 
因此，原积分是正的. 

【3913】在正方形 

求函数/(』.，})= sin^xsin-.y 的平均值 • 

解平均值为 

/ = -^ sin x • sin\ydrd^ 

= 》[(f - 如 5 —.) 1 :]、 

【3914】利用中值定理估计 积分： 

I = T _ cLrd.y ， 

丄 100 + cos 2 x + cos : y 
解 W 为积分域的面积为200,故由枳分中值定理有 



r = 200 

100 + COS 2 c+ COS 2 7 ]' 

其中(心卩）是域丨了 1+1 y 1< 10中的一个间定点， E 然 
0 ^ cos* q + cos 2 rj^2 

下面证明 

0 < cos' c + cos 2 卩 < 2 • 

事实上 TT^n ： ~~- 为有界闭区域 U 1 + 1 J 1<0 上的连 

100 + cos'r + cosj . 

续函数，且 

丄 <_1_ <丄 

102 \ 100 + cos-V + cos 2 )， \ 100. 

如果 

cos 2 $ + cos" rj = 2n 

则 If ( 100 + cost 4 - cos^ _ T^) 心办 =I — ! = 0 . 

•r +Lvl<10 

— 9 — 





吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


而 


/( 了，5 ) 


100 + cos 2 x + cos 2 y 102’ 

是非负的连续函数，从而 

f(x,y)=0 (| J | + | ^ 丨 <0), 

即 cos 2 a- + cos 2 ^ = 2 (I 1 + 1 ^ 10) 

这显然是不可能的.故 


同样 

从而有 

即 


cos: 冬 + cos' 77 < 2 • 

cos" c + cos 2 rj 〉 0. 

200 </<200 
102 、 100 


1. 96 < / < 2. 

【3915】 求圆 

(x — a) 2 + (y — b) 2 ^ R 2 . 

卜.的点到坐标原点的距离的平方的平均值. 
解平均值为 


nR 2 


( j . 2 + y ) d j 如 


(j-cj)' 


R 2 


由于 


nR 


X " cLrdjy 

J Hrt-H fa - b) 




dv 


dr 


v-br 


W [ ( “ + V / W ^ r )3 

：K J b-R ‘ 


3艽/? 

— (u 


yR 2 -(y-b) 2 )^dy 


3ttR 2 L 


![^[ K 2 -( v ~6) 2 ]^ d / 


= 备 \^~2^ \/F^ — (y~b) 2 -\-^ara=.in v ’’ 


l”K 

b R 


10 




+ ㈤ 中[淤 - 2(;y - 6) 2 VR 2 — Cy — b) 

ODl _ L \ I tr-R 


+ farcsin^| 

O ) b-R 


2a 2 R 2 


3R 


SkR : 


同理有 




y cLrd^ = /r + ^- 


于是 


a 2 +b 2 +K. 


在二重积分 I fU , y ) AxAy 中对所指定的域11，按照不同的顺 

序安置积分的上下限 （3916 〜 3922). 

【3916】 fl 为带有顶点 0(0,0), A (1，0), B (1，1) 的三角形. 



3916题图 


解为方便起见，以 J 记二重积 IlyXh/drcb 

h 

I = dr f(j' 9 y)dy = [ d^f f(x^y)dx. 

Jo Jo Jo J y 

【3917】 n 为以 O (0,0)， A (2， l )， B (— 2，1) 为顶点的三 


角形. 


如3917题图所 7 K 


11 





3917 题图 

OA 的方程为 j 
OB 的方程为5 =— yx . 


于是 


J = |d.y[ f(x.y)dr 
=I dr[ /(«r ， 30djy+ dr ^ f(x^y)dy. 

w ■ 

【3918】 f 2 为以 0(0,0), A (1，0)， B (1，2), C (0，1) 为顶点的 


梯形 • 


如 3918 题图所示 



3918题图 

BC 的方程为 j ，= x + l , 所以 



f(x,y)dy 


12 




第八章多重积分和曲线积分 


dy /(.r，)，)dr + | djy[ f(j ： ,y)dx. 
Jo J 1 J Y-\ 


【3919 】 n 为圆 J * 2 + JV 2 <1. 

解 1 = \ ±r\ ^—f(j ： ,y)dy = ^ 

【3920 】 n 为圆 

解如 3920 图所示 


y/ 1 -v 2 
-V 1 -v 2 


J\x.y)dx. 



3920 题图 


积分域为 


r <({) 2 . 


I! d - v I- V ^7 /(x ^ )cLr - 


【3921 】 n 为由曲线7 


•-和 y = 1所围成的区域. 


解 


n n r^y 

clr o f(j ： ^y)dy = d^y f(x.y)da\ 
J I- JO J Vv 


【3922】为圆环】 < i 2 +y <4. 

解如 3922 题图所示 
若先对后对 * r 积分，则有 

广 _1 r y/\—j^ C\ 广一 >/l 一 T 2 

/ = dr ._ T f(jr^y)dy+ cb* 7 _^ f(x,y)d\ 

-2 J-v 卜， -1 J -v 1 -， 


13 
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3922题图 


/ T 7 


1 r V 卜， C2 V !-/• 


V \- j ^ 

若先对 I 后对积分，则有 

r-i r W). 2 


- y/\^y 


/(: 々 ) 心 +[ dy ,_ T JXx^y)dr 

J 一 1 J — V I 一 .V- 




n / k . v 2 


^-^/(x^)dr f J d^|_ n/CrWdr. 
【3923】证明狄利克雷 公式： 


dr 


f(x^y)dz = J d.yj /(x^)cLr (“ 〉 0) 


证 


dr[ f(s,y)dy = \f(x^y)drdy = [ d^v[ f(xjy)dx 
0 Jo JO J Y 


其中 n 是以 A (“，0)， B (“，“）及 0(0,0) 为顶点的三角形域. 



3923题图 
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• 二重积分 I 第八章多重积分和曲线积分 
在下列积分中改变积分的顺序 （3924 〜 3931). 

【3924】 I - 户 j 2 7( i ，： V ) d ： y . 

解 如 3924 题图所示 



3924题图 

积分区域是由 j ， = = 2^及 x = 2所围成•改变积分顺序 

即得 

f2 f2.r f2 fy f J f2 

j dr| /(j*^ v)dv = d^J f(x^y)dr 4 - | djyJ ^ /(x.^)dr. 

[3925] I dr I - f(x,y)dy. 

J - 6 J (YH • 

解积分域的围线为 A = 2 — 1及5=¥ — l . Jt •交点为 
A (2,0) ,6(-6,8).如3925题图所示 



改变积分顺序即有 


3925题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



【3926 】 1 ± r \ r f ( x . y ) dy . 
解 如3926题图所示 



3926题图 

积分域的边界为 = /及 ： v = P ， 其交点为(0,0)，（1,1),所以 

| dr| t /(a*^)d^ = I d^J^/(x^)cb\ 

【3927】 I ' dJ [ ~ r „ f ( j ：, y ) dy . 

J 一 1 J 

解如 3927 题图所示 



3927题图 

积分区域的围线为圆 P +/ = l (« y <0) 及拋物线1 一 
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第八章多重积分和曲线积分 


()，>0) •则 


'f 、 dy\ 


f( .r •)) dv 


【3928】 


V 

d) ._ T f(x,y)di' 

J - v l-y 

l r y/ 2 . 1 — j~ 

dr f(jr-y)dy. 

I o 


n r/FJ 

f(x^y)dr + dy I (x.y)(h\ 

Jo —y i—v 


如 3928 题图所示 



3928 题图 

积分区域的围线为 _(*r _ 1 ) 2 +y = 1及直线 J = 2 — X ,其 
交点为 A (2 ，0)1，1 ) •改变积分顺序即得 


C 2 rV 2 

clr 

J 1 2-^ 


^7 


•/•(U)d‘ v 


ri n 如、 

dv 

JO J 2 — v 


>/^7 


f(x.y)dr. 


ria 

【3929】 dr , _/(x^)dv 

Jo V 2or— 

解 如 3929 题图所示 


( u > 0 ). 



3929题图 

积分域围线为(了一“) 2 +/ =“ 2 0,彡 0 ),y = 2 w (: y >0) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


及 


J ， 


2“,所以 

f 2 u 

W 


v/ 2ur-j 2 


f(j ： .y)dy 


WJ : 


V u 2 -y 2 


f(x,y)dr+ [ ^—f(x,y)dr\ 

J u^V a -y m 1 


【 3930 】 |:0(i ，： v)d ： y. 

解 如 3930 题图所示 



3930题图 

积分域的_线为 《y = ln.r,x = e 及 y = 0. 所以 
dz| f(^-y)dy = J d.y[ f(x*y)dj\ 

C 2 n r>ms 

【 3931】 I dr| f(x*y)dy. 

J 0 Jo 

解积分域如 3931 题阁所示的阴影部分，由于 y = sinr 的 
反函数，当 y 从0变到1时为 J = arcsine ,当: y 从1变到 一 1时为 
x = n — a resin v . 当再由一 1 变到0时，为 《r = 2丌 + arcsin ^ y . 



3931题图 

C2k f 5iai 

于胃 w 。 
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/( xjy)dy 




第八章多重积分和曲线积分 



「1 fir arcsinv fO C2k^ 

dy f (x,y)dx — dy 

J 0 ar»inv J 一 1 






计算以下积分 （3932 〜 3936). 


【 3932 】若域 n 由拋物线 y = 2 Ar 和直线 r = |(/>>0) 

围成•求 xy 2 dj ： dy. 

解积分域如3932题图所示 



【3933】若域 n 由在半径为〃圆心在点 ( a ，〃） 且与坐标轴相 
切的较短圆弧和坐标轴围成的区域，求 



解如3933题图所示 




0 Jla—x Jo v ^ 7 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



3933题图 

【3934】若域 n 是坐标原点为圆心半径为^的圆，求 

I Jry I drdy. 

解由对称性知 

ru r %/ a 2 -x 2 

I xy I drdy = 4 dr JcyAy 

X Jo Jo 

= 2\\u 2 -x 2 )xdj ： = 4 - 

Jo L 

【3935】若域 n 为以 

y = x^y = x + a^y = a^Wy = 3a(a > 0 ) 


为边的平行四边形，求 | f (* r 2 + y 2 ) d . rdy . 


积分区域如 3935 题图所示的阴影部分 
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3935题图 




• 二重积分第八章多重积分和曲线积分 


( x 2 )cbdv =| dy \ ( x 2 + \r )cLr 

J a J v~4i 


n 警切 2 


-a) 3 


"civ 

■ 


=14a 1 . 


【3936】若域 n 由横坐标轴和摆线纪…供的 X 
x = a (/ — sin /).Y = “（1 — oo > /) 

闹成，求 l [ y 2 drdv . 


v 2 cb ci v 


"drf v 2 dv 


"4 r 2n 

— (1 — cos /) : (1/ 

J o 




纤 sin %-= 钟遍。 

u J ^ o Jo 


it •中 = a (1 — cos /) • 

利川 2281 题的结果知 


所以 


11 / drc^v 


2 V 

3 


JT 

# T 


35 


to 


• m 

在二重积分 f(x.y)i\xi\y 中假定 a- = r cos 少和 )’ 


COS (0 


变换到极坐标 r 和 (p • 并确定积分上下限 • 若 （ 3937 〜 3911). 
【3937 】 n 圆为 

解 对 于圆/ - v 2 < / # 从0变到 2： rw •从0 变到心 所以 

1| / (.r,jy)cLrdv = | d(p\ /( rcos(f .rsincc) rdr. 

JJ J 0 J 0 

【3938 】 n 为 x 2 +y < clv ( u > 0 ) 的圆. 

解 圆 .r :> +/ =CLT 的极坐标方程为 r =acoy ， 当 F 从一号 


CLV 


变到吾时•对于每一固定的 cp，rhkQ 变到 “ coy •于是 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


[[/(^• < y)cLz*dv = J . /(rcos^*rsin^)rd. 


【3939 】 n 为 cr ’ < P +/<6 2 的环. 


解 


|j/( = j d^| /(rcos^, rsin^) rcl 


【3940】为 0 < j . < 1 ;0 < ：y < 卜 
解直线* r + Y = 1 的极坐标方程为 


的三角形. 


sinp-r coscp 


去 CS C(9 + f )• 


当 p 由0变到 f 时，对每一固定的由0变到 

古 csc h + f ) •所以 

|( /(j tjy)cbdv = [ d^) J ' ( V \/'(rcos^,rsin^))rdr. 


【3941】 n 为“<*2 <心七< > >；<“的拋物线段. 
解积分区域如 3911 题图所示的阴影部分. 



3941题图 

拋物线的极坐标方程为 



直线尸“的极坐标方程为命所以 
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• 二重积分第八章多重积分和曲线积分 


.「予 「，"• 

f ( x , y ) dj：dy = | d<p ' v /( rcos ^, rsin^)rdi 


J ^ 却 卜 /(rcos^rsinp)rd 
J dy; p" c /(rcos^. rsi ) rc 


+ J ，知广 c / (rcos^, rsin^5) rdr. 
【3942】在变换极坐标之后，在什么情况下积分的上下限是 


常数? 


若变换为坐标后，积分 


[/( 了 。)^*^)，= f A(p\ f (rcos^,rsi rup)rdr. 

9/%J J o J u 

其中均为常数，则表明积分域 n 为圆环面“ <r</; 被射 
线 P = /3截出的部分 • 

在下列积分中，假定 x = rcosfl ) 和 y = rcos ^， 变换到极坐标 r 
和并按照不同的顺序确定积分的上下限 （3943 〜 3947). 


【3943】 


»， 洲 • 


如3943题图所示 



3943题图 

积分区域为图中阴影部分若先对 r 积分，则当9从0变到 j 

时， r 从0变到 sec^( 直线 i = 1上的点).当 p 从 f 变到 f 时， r 从 
0变到 csc^( 直线: y = 1上的点). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


若先对 p 积分•则$ r 从0变到1 B 扣对于每一同定的 r.p 从 
0变到 f •当 r 从1变到、3时，对于每一同定的 r 从 arccas 丄变 


匕，所以 


ri 

I dr 

J () J i 


r j r • 

/(.r.v) = d^l / (rcos^c • rsi rup ) rdr 

rf r 

4 - I d^| / ( rcos(p • rsin^) rd. 

=I rdr J /(rcospwsinp )df 


\ r \ ： ' n ^' 

.arrcos 十 


/• ( rcos<p ， rs\r\(f) d(p. 


l y \ — ^ 

【3944 】 I cLr | ' f ( x . y ) dy . 


解积分 区域为 3944 题图中的阴影部分.圆 P +/ = 1的 
极坐标方程为 r = 1. • 



直线 .r + y 


3944题图 

的极坐标方程为 


>/^ sin (9 + f ) 


4 i 


CSC I (p 


f ) 


•i r V \- x 2 

drj / (.r • jy ) (Lrdjy 


所以 
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. 二重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


其中直线 


ri 

r dcp _ /( rcos<p f rsi n^p) rd r 

^ ， (*• ) 

•1 「矛 、则作士 • 

- rdr /(rcos^, rsin^c) dcp. 

J 为 J -f-arcros^ 

+ ： v= 1 的方程为 
1 


\/^sin( 


cos ( 




士 arccos 


VH 


【 3945 】 I 」 cLr| ~ V( Vx 2 +y 2 )dy. 


解积分域 3915 题图所示的阴影部分 • 立线 y ^的极坐标 


方程为 



3945题图 


直线 j = vlrb >0) 的极坐标方程为 p f • 直线 .r = 2 的 


极坐标方程为 


CO^(f 


.于是 


2 V J 

clr| /( 


，二 ） dv 




/(r)rdr 


* 4 \jo / • JI r j 

rdr / ( r)dcp-\- j rdr 


2 f(r)dcp 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


= ^|fr/(-)^ + J^(f-arccos|)r/(r)dr. 
[3946] j'drj^ fU,y)dy. 

解积分区域如3946题图所示的阴影部，抛物线 y P 的 


极坐标方程为 


siny 

cos:V 



3946题图 

直线，=】的极坐标方程为 f 方程 r =黑也可改 


写为 


所以 


arcsin 


l +4 r 


k I rJL •—1— 

clr I f(j'^y)dy = d<p /(rcos^trsin^)rd- 

M . y 

arrMir^ T r - 

/(rcos^. rsi rup) d<p 


I f arrMn Jr 

十 rdr / ( rcoscp, rsi iup ) d(p. 

J 1 J arecarj 

【3947】 JJ/(i ，： y)drd：y ， 其中域 n 由曲线 (/ +y ) 2 = “ 2 (P 

n 

—/) Cr >0) 闱成. 

解曲线 

(x 2 +y ) 2 = a 2 (x 2 — y 2 ) (o' > 0 ) ， 

的极坐标方程为 
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•二重积分 I 第八章多重积分和曲线积分 

r = a 1 cos2(p. 

其图形是双纽线的右半部分.如3947题图所示 



假定 r 和9为极坐标•改变下列积分中积分的顺序 （3918 〜 
3950). 

【 3948 】 工 d<p J’(<p ， r)dr (a > 0). 

解积分域为由圆周 



3948题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) _ 

若先对 <p 积分，则对于 0 < r < “中任一间定的 r ， 由 

— arccos —变到 arccos 丄•所以 
a a 


，4 




•ucos^ f a r arccos 十 

dtp f\(p%r)(\r = I dr| f(cp.r)c\(f. 

J (, J 0 J arctt>>—" 


【 3949 】 I d^l r)dr (a > 0). 

J 0 J 0 

解积分域是由双曲线 r = ^ : sin 2^ c 的右 I : 部分_成，如 
3949题围所示 



若先对 9 ： 积分•则当 r 从 0 变到“时•对于每一间定的从 




d(p 


/ m ^ 


f((p^r)dr 



J ((f ^ r ) d ( p . 



4-^arcsinA 


4 arcsin 4 


3949 题图 



3950 题图 


[3950] I d<p\ f(<p*r)(\r (0 < “ 〈 2 丌 ). 

解积分域是由阿基米德螺线 r = ^与射线 p ^所_成. 

所以 



f((f.r)c\r 


= f dr[ /((p.r)dr. 
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第八章多重_和曲线积分 


变换为极坐标，并把二重积分化成单积分 (3951 〜 3953). 
【3951】 丨| /( Vx 2 +y)±rdy. 




/( /x r T7)±zdy 


^ V-<1 


=J d^J r /( r)dr = 2 k r / ( r ) dr . 

【3952】 j [/( A 2 +y ) drd ： y . 


解 


i = { I ^ l<l J" I ? I : ”• 

积分域 fl 如 3952 题图所示.先对 p 积分.当 


从0变到 


1时 • 对于每个固定的 r# 从一+变到！. 



3952题图 

当 r 从1变到#时，对于每个固定的;^从 arxcos-^ 变到 f 

利用对称性，可得 

/( VX 2 4-y )cLrd>' 
n 

= 2j r/(r)dr| ^ - 4 dr rf(r)dcp 

n — 4arccos y jr/(r)dr. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




【 3953 】 


/( 予) 心办 • 


圆 x 2 +y = x 的极坐标方程为厂= cosp ， 所以 


7 ^ j drd^y = [ ^ f(tan(p)rdr 


+-v 2 。 


I rf 

yj ^ /(tan^p)cos 2 (pdcp. 


变换为极坐标，计算以下二重积分 (3954 〜 3955). 


[3954] 


X 2 + / cLrd ^. 


解 i ! V x 2 + y 2 drdy = J d^J r • rdr 

x 2 ^ 2 ^ 2 ° ° 

【 3955 】 J sin Vx 2 + y 2 drdy. 

n Z <J- Z +/^4ic 2 


2 - ku ' 


•sin >/x 2 + y 2 (Lrdy 


死 W 2 <“ 2 


j 叫 rsinrdr 


2tz\ rsinrdr =— 6 丌 2 


【3956】 利用一组 函数: 


U = ^ ,V = y/xy J 


把正方形 5{“0<“+/ 1 ，/，<^</，+ /2}(“>0,6>0)变换成 
域 S ' .求出域 S ' 的 面积与 S 面积的比值.当 A — 0 时这个比值的极 
限等于什么？ 

解 正方形的顶点 A(a,b) ,B(a + h，b)，C(a + h,b + h) j 
D(a，b + h) 对 应于/ > i ; 平面上的点 

Af I b 2 nr\ 
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3956 题图 


于是 < 的面枳为 


s f 



而 


D(u^v) 

D(x,y) 





2 ^ 

x 







所以由二重积分的变量代换公式有 
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〖.二重积分 | 第八章多重积分和曲线积分 

,Va(b + h)y 

正方形的四边= a + h,y = b + h = a 分别对应于 wOi; 
平面上的四条曲线. 

A'B' i u = b ^；B'C f ：u = z ^ 

•zr a 

由这四条曲线所園成的域即 S， 如3596题图所示- 



r?wl 打办心 




吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


= I dwdz; =「 I / drd^y 


所以！ = 士 ( 去 - 点 ) (/ ^ 研 - 

从而 lim 昏 = 4 lim ~ a — — lim — ! - 

/i，o 5 D a — 0 n %[a • Ja + h 

• lim ^- (b -± h) ' - ^ 

h^o n 


II ； 


x ~^ dr 




Va + h 


)(v/(6 + /z) 



Va+h + y/a 


lim 4 v /(b + h) A 

h^O L 



2 yfu 



引入新的变置 M 和 r 代替 x 和 y ，并确定下列二重积分中的积 

分上下限 （3957 〜 3959). 

【3957】若“ = o *. r = 上,求 


cLrl /(J* ， >0(^(0 < a <b;Q 〈 a 〈 (3). 

U J Q J 

解在变换 M = 上下，区域 

X 

Cl = < (.x*y) or y ^：hx ,a ^x^b}. 

变为 

^ 二 {(u,v) I a<u<b，a < 

变换的雅可比行列式 

1 0 

=u>0. 

V u 

— 32 — 


D ( x , y ) 

D(m ， v) 



第八章多重积分和曲线积分 


所以 cLr f (x^y)dy = udu f (u ， uv)dv. 

J a J ar a a 


【 3958 】若 w = i + ) ，， i ； 


r2 rz-s 

y ， 求 dr| f(x,y)dy. 
Jo J 1 —x 


解在变换 w = x + y,v = j • — y 下，区域 

H — { ( x ^ y ) I j }, 

变为 2 = ( (u,v) I 1 —u^v^4 — v} 9 

事实上 u + v = 2x,u — v — 2y, 

而当 ( i ，： V ) 6 时，有 

1 <t + ： V <2， 

且 0 < j* < 2. 

故 0 < w + v< 4, 1 < w < 2 ， 

即 一 w < < 4 — w ， 1 < m < 2. 

变换的雅可比行列式 


D(x^y) 

D(u.v) 


因此 cLr f{x,y)Ay = ^- dw y Jj 

【 3959 】若 *r = wcos 5 v,y = wsin 4 t ;， 求 1 |/( 0 * ， 3 ； )( 12 (^•其中 

n 

域 由曲线 + = /a,x = 0 , 3 ; = 0(a > 0 ) 围成 . 

解 n 的围线斤 + 斤 = 石的参数方程为 


x = acos v^y = asm v 

故变换 ^ = ucos'v^y = us\n [ v. 
将区域 n 变为区域 




S 


' (unv) 0 < “ < a，0 < z; < 号丨， 

4 | wcos^sin'x; | , 


而 



吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



【3960】证 明：变 量代换 

^ + ^ = C 7- 


把三角形0<了<1，0<5< 1_^•变成单位正方形0<$<1， 

0<7< ! - 
证设 

CI = { (x,y) | x}, 

S = <(?，？）I 

当 Cro) 6 n 时，由 0 < 3； < 1 — i 及 0 < i < 1 得， 
0<了 + 7<1 即0<6<1，又 7 = f 1，且 

7>0，故0<7<1，即 ( 67)云2]. 

反之，若 （匕 7) 6 则由0 < $ < 1，0 < 1得， 

0<1 + }<1，又7 =勿，1 = $(1 — 7 )，从而1，即(了，30 

e cl. 

因此，变换 x + ：y = ?，：y = 勿，将 n 变为 

【3961】在什么样 的变量 代换下，可把由曲线巧= l，u = 
2 ,x — y + l =0 ,x — y —\ = 0( x >0, y >0 ) 围成的曲线四边形 
变成其边平行于坐标轴的矩形？ 

解作变换 

u = xy 9 v = X — y , 

该变换将所给区域变为区域 

进行相应的变量代换，把二重积分简化成单积分 （3962 〜 
3964). 

【3962】|[ 

ll 十 XI 


34 


f(x + y )( hdy . 



第八章多重积分和曲线积分 


作变换 





则有I /1= +，且将所给积分域变为 




因此 


f(jr-hy)drdy = 


!-r|-H.vl<l 



f(u)du 


/( u) du. 


【3963】 


[| /(or +by +c)drdy (a 2 + b 2 ^ 0). 


作变换 



hi —ay 


cm by 



则有 w 2 +ir 7 = x 2 +y <1. 

即变换将域 ^ 2 +y < i 变为域 u 2 + x ； < 1 ，且 




b 


b _ a 

v/^TF 

I /1= l. 

fiax + by +c)dxdy 

r 2 +y 2 <\ 

=T /( %/ a 1 - [-b 2 u 4 - c)dwdz; 


一 1， 


/ i ^7 


[dw ._ - /( %/a 2 +b 2 u J rc)dv 

J-l J-V\-u 


1 ~ w 2 /( y/a~ -^b 2 u-rc)du. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 六） 


【 3964 】 ||/( ： 0 ； ) 心办，其中域 n 由曲线 = l，a = 

n 

=: T，《y = 4x(x > 0，：y > 0) 围成 • 

解作变换 


xy = = v 


则域 n 变换 


2 = {(u,v) I 1 < w < 2 ， 1 <^< 4 } 


且 


1 


y/iru 




V 


2v 


所以 




f(x,y)^dy = \'p vj 


f(u)du = ln2 


•2 


f(u)du. 


计算下列二重积分 (3965 〜 3973). 


【 3965 】 I (J + >0 心办•其中域 n 由曲线了 2 + y 




围成 • 


解积分域 n 为圆域 


X 


作变换 




• 音 ) 2 + 卜 - 訂 <( 太 ) 2 , 

+ + rcos<p^y = +丄 rsin^f 


则 D 变为 2 


9) 


0^^^27Tf0^r^-^| 


I I I 


所以 


【 3966 】 


f 2 ir f 去 

(j* + > , )cLrd > y = | Acp ' ( 1 + rcos^+ rsin^)rd; 


丌 


J (U | + | ^ DArd ^. 

■H.vKl 
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第八章多重积分和曲线积分 


解 




(I 1 + 1 ^ I )dxdy = 4j^drj^ (i + ^Odjy 


【3967】 


g — 袭 drd > N 其中域 n 由+裘 


围成 • 


解作变换 

x = arcoscp^y = brsirup 

则域 n 变为域 


2 — {(r,(p) | 2 兀 } ， 


所以 


cJyr • 


J.2 y 2 C2n 「1 

\-^-^dj：dy = ] o dcp] o ahr 


T^dr 



F^TVdr 


2 ncd ) 


【3968】 


「 U 2 +y)dxdy. 


解作变换 

x = rcos^,^y = rsin^: 

并利用对称性得 

(x 2 ^y 2 )dxdy 


! Io d ^Io ( 


疒 sin 、 


r 3 dr 


广 JS 

= 2 4 —— 

Jo COS 


Jo cos ^ + sin 5 ^ 

令 tanp = /， 

并利用 1712 题的结果吋得 


sec 2 yd( tany) 
1 + tan 5 y ? 


+ y ) dz - d , = 2 J ；|^ 


4 i 


arctan - 


7 f 。 = | 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




3969题图 

可求得两直线与拋物线的交点分别为 A (2,2)， B (8,4) 
C (18,-6)， D (8，一4). 

+ y)drdy 


r%/27 ri8 r\ 2 -x 

dr J i (x + 3/)djy + J ^ drj + y)Ay 


J 8 卜 8+x+v^ri ++j* 2 )dr 
+ J (72 - jr+y^r 号 - j:r 2 )dr 


543 I !. 


【3970】 fadrd 3 N 其中域 n 由曲线 a 


l^-\-y = — 围成. 


解解方程组 

f 工 : y = 1 ， 

1 *^ + ^ = ， 
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第八章多重积分和曲线积分 


得曲线与.直线的交点为(音， 2 )，( 2 ,音) 


( 士 ， 2 ) 


(2. 士 ) 


所以 


J xycLrdjy 


3970题图 

f 音-^ 

xdr ± ydy 
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128 


一 ln2 . 


[3971] 


I cos + I dxdy. 




r k 

I cos(j +v) I cbdV = dr | cos(x + y) I dv 

Jo Jo 


f:dr 「 I cx)s(x + y) | dy+J^dr 。 | cos(x + y) \ dy 
f「| cos(:r +，)办 _ j*— cos(x + jOdjy]dr 

cos(*r + jOd^y] dr 


Io[( Sin f 


S1ILT 


) — (sin(7r + :r) — sin 


+ j — sin ^ + sinr + (sinCr + 7c) — sin ^ j dr 


2dr + 2cLr = 2 丌 . 


39 




吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


【3972】 


r 2 ^v 2 <l 


I x + ^y 9 

I 72 


: y 


drdj ;. 


解积分区域如 3972 题图所示，由 n M a ， n 3 组成，其中 
n , 为由圆 



3972题图 


皆 — 〜 =0 , 


即 




一 _ L \ 




2n> 1 v 2 72 
ra 成的区域.该岡的极坐标方程为 


si+ + |) 


rfii 圆 / +y = 1的极坐标方程为 


，于是，各区域为 


Cl \ 


a 


(r ， (p) 


(r.cp) 






fl, = { (r#) 孕 孕， 0<r<U ， 


4 


I (r ^ } — J <9<7，—卜 + 号 1 


而在仏内 


J 十）， 

72 


( I 」 + y ) > o 
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在 a 外 


1十 —y 

41 


W 此 


• 二重积分第八章多重积分和曲线积分 


( x 2 + y 2 ) <0, 


皆 v -〜 心办 

f 

以:柄)卜+巧)—叶 dr 

+JVU r - rsin «)] rdr 

+ +f )>dr 


n ( P + 予） M 


Ii^II r °" rsin (^T)] rdr 




⑽ （ f ?) 


rsin(p+ ^ j - r 2 rdr 


+ € f d ^ L ( ^) P - rsm (^ + f )] 

— rsin «)] rdr 

=iL sin ^ + f)^ + lUi _f sin, ( 


rdr 


sin} (史 + f ) 


{sin'( f +|)]d f +J^[|-| S in( f + |)]cl f 

n — f - 音 + 音 n + 卜 


注 ：利用 2281 题的结论可得 

r — = 4 • i •- 


【 3973 】 v/T.V - I da dy, 

丄 

x;<l 

«2 

解 [ 7| I drdy 

U <1 

0<\<2 


3 ；r 

16' 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


X 2 — ^ ydrd ^ y + 


7 drd：y 


Kl 


[xl<l 

2 <)<2 


j |dr[ >/x 2 — ydy + dr Vy — x 2 dy 

if > 3 dr + iC( 2_ ' r2 )+ dr 


i + ^lo 


cos 4 ddd 


i + Wo ( 


1 + cos2 沒 


fdd 


= 丄 + 1^七 +丄 1= A + jl 

3 r 3 \ 32^ 4 / 3 2 - 

计算不连续函数的积分 (3974 〜 3976). 
【 3974 】 | sgn (x~ — y 2 + 2)dxdy, 


2 4 .2 


如 3974 题所示 



3974 题图 

将积分域 n 分为 a，a，a，a .a 五部分，其围线分别为 / 
+y = 4，y — x 2 = 2及 《r =土 1•在 fli ，仏 ，y — x z > 2,在仏， 
n 3 ，a 中,: y —尸 <2,因此 


sgn(j* 2 — y 2 + 2) drdy 


r +3-<4 


I drdy — 11 drd^y ~H [ drdy + \ drd^y + jj dr 
fl 】 Hg 03 % 


dv 
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【 3975 】 \ [x + y^dj-dy. 

解如 3975 题所示将 fl 分为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 



3976题图 

将 n 分为下面四个部分 

:由 y = t 2 ，》 = I 2 + 1 及= 4 _成， 

A :由 *y = 了 + 1 ，：y = * r 2 + 2及 y = 4围成， 

仏：由 ：y = : r 2 + 2= I 2 + 3及 j = 4 _ 成， 

A :由 = t 2 + 3及 y = 4围成 • 

抛物线 = ： r 2 +3 ，：y = 0* : ’+2,3^ = x 2 + l 及 y P 与直线 


^ = 4在第一象限内的交点分別为八（1，4)，13(#，4)，(：(万，4)及 
D (2,4)， 所以 


yiy-^-^rdy 


<><* 


I drdy + 1 1 \/2d.rAy + j | v^drdjy 
a n , 

•Jl r_r 2 七 2 


o 


dr 


dr 


& « ，办] + 2 初:0 

»« 3 办 


/2 + [^ (3 - x 2 ) dr J+ 2 72 " 1 + 


m /2 


(2 —？） dr 


+ 2 V 百 


(1 -«r 2 )dr 




第八章多重积分和曲线积分 


=-|(4 + 4/3-372). 

【3977】证 明：若 m 和^为正整数，而且其中至少有一个是 


奇数，则 


x ^' y^drdy 


则得 


作变换 

x = rcos^,^ = rsin^ 

/ = J 尸/心办 

/如 2 


drdy = J d^J 〆 〃 ”. 1 cos m ^sin w ^cI, 


a m J nr J rl r 2 ir 

+ y? + 2 J, cos ’> sin V 却 

^m-fw +2 f 兮 

T^FlU C0S » 却 

mi 

■^ 4 _ 2 [I - ^> sin，， ^ + n °°^»知]. 


在上式第二积分中，令 


7T + / 


则得 


r¥ r 

五 cos m ^psin^d^ = (— 1 • (— 1 ) n 

若⑺及，1 中有旦仅有一个为奇数•则得 

(-ir • (一 ir =- 1, 

J = o . 

若/ 〃与〃均为奇数•则得 

(一 ir (一 ir = 1 ， 


cos^sin^ d/, 


所以 




rhfr ^2 ff 

', cos > sin V d 9- 


但被积函勢在 一f，f _J 上为奇函数，故/ = 0,总之，当⑺和"中 


至少有一个为奇数时 


x m y n djcdy = 0. 
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【3978】求 


lim —^ I f(x 9 y)didy, 

其中 n 工， y ) 为连续函数. 

解利用积分中值定理，可得 

f f(x,y)dj：dy 


= /(*To ，: yo ) J drdjy = np 2 f(x 0 ，: y 0 ) ， 

其中 （ I 。 »>) 6 n = {( x , y ) I i 2 + y <〆 }• 

显然，当 p —0 时， (々，>)- (0,0)，因此由 f ( x , y ) 的连续性有 


lim 


f(j：,y)dxdy 


= lim /Cr 0 ，： y 0 ) =/(0,0). 

(jr Q .y 0 )^(0.0) 

【3979】若 F ⑴ =J #心办,求/^/). 

解本题题目是错误的. 

当/〉0时 ， [j 是发散的广义积分.事实上，令 * r 



wT ， ：y = M 则 
F ⑴ 



e t? du& 




e' 2 drd^ = t 2 J e ' dudv^ 

=\^\'/6 u =\ y ^ 


1 )di;. 


对于上式右端的积分， 〃 = 0 是奇点.且 

lim^/ [i/ (e " — 1)]= lim — 


/ 一 — < 




故广义积分 V ( 〆 一 l ) cb 发散并注意到当 0< i ;< 1时， 
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•二重积分第八章 多重积分和曲线积分 


v 2 ( e r,2 


一1)>0,故 


z / (e 2 — 1 ) dz ; =+ oo . 


0 


即当 r > 0 时， F ⑴ =+ oo , 因此，讨论 F f ( t ) 是没有意义的.可将 
题目改为，设 


F ( t ) 


drdy . 



求 F '(/). 这时设 x = ul ,y = U 
F(,) 一 *2 ff 


e dudv . 




而积分 l | 是收敛的，故 

F \ t ) = 2/ JJ e v? dwdx; = 」 

= jFU) (t>0) 
【3980】若 F ( t ) = |[ v / 

解作变 fl 代换 

X = u +/，y = v + t^ 


t 2 J[ e ' dwdv 


y + ydrd v ^jc 广⑺, 


F ( t ) 


w .+ 1) 1 + ( t ； H - t )~ dudv . 


今在积分号下求导数，得 


F \ t ) 


w + / + p + 


( u -\- r ) 2 + (v + t ) 2 


dudv 


十 （ y-ty 


r ^+y 


— dxd ^ y . ’ 


【3981】若 F (/) = /( hjOdrd〆 / 〉 0) ，求广 (/) 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


则 


故得 


解 令 a * = rcos ^, v = rsin ^. 

F (/) = I drj /( rcoscp , rsin ^:) rc\(p , 

F 7 (/) = I /(/ cos ^. / si n < p ) / d ^>. 

注: 此题中应假设 /( hW 为连续函数. 
【3982】证 明：若 /(了, 3 ，）是连续的•则 函数: 


Z/(JT ， V) 


2. 




e - 攻 v 




满足方 程式： 

证利用含参变 M 的常义积分的求导公式，冇 


(}u 


fl 2 u 


| ’ [/(rr + j -0 — (—1)/说一了 +，)]啦 
Jo 

士 I: [/(& + :v _ a + /(e •卜 1 ) ] 啦， 

Y 0 [/2(〜.+ )， 一 5 — / 2 ^^—*r + ^)]dc 


同理 


du _ 

(1 y 

u 


2 


=/( u + jy — j ) +/( o *， 


jc — s 


+ /] 


2 


2. 


_ 

L/2 (o I + «y — — 八(6 ，f —+ * y ) ]啦 

Jo 

/( 冬， *r + )，一 彡)一 /( 彡，？ — i + jy)]cH 

[/2(芒,工卞 y 一芒) 


其中 / 2 表示对第二个变 fi 求偏导数•因此 


c ) 1 U r? L w 
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第八章多重积分和曲线积分 


注: 本题还应假设/ 2 存在且连续. 

【3983】 令函数 f ( x . y ) 的等位线是简单的封闭曲线，而且 
域 S ( v " v 2 ) 由曲线 M 和= v 2 围成. 证明： 


S(x^j .V2 


f ( x * y)drdy = [ vF ' ( v ) dv , 

Jv \ 


其中 F ( v ) 为由曲线 m 和 f ( i ， y 、 = v 2 围成的面积 • 
提 示：把 积分域划分成由函数 fU . y ) 的无穷近似水平线围 
成的若干个子域. 

证作 [ W , R ] 的任一分划 T 

V\ = t/ 0 < x/i 〈… < Vi<i ••- < v n = v 2 • 


d (7’）= maxAx /, • 

^v,= V — Vr-\ 

于是，由积分中值定理知 


， 2，". w/ 


f ( j ：. y)±rdy = 2] 


f ( j . y ) dr(\y 




其中 AS , 表小环形域 SUW ) (如 3983 题图中阴影部分）的面积 


/(.V-v)=v 2 



： /(.v.v)=v, 


3983题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


Pi(xi，yi) G S(v H} ,Vi) 

令 < =/( x ,，： y ,). 

则 Vk -\ < V ," < Vi , 

又利用微分中值定理有 

AS, = F ( Vi ) — F ( vhi ) = F f (v,)Av,(i = 1，2,…， n ), 
其中 vh \^： Vi ^ Vi- . 

这里我们假设了 F\v) 在 [ i ，,，％] 上存在且可积，于是它有界，即 

| F\v) M (功 

这里 M 是一正常数.因此，我们有 

J f(x 9 y)dxdy = ^\v: F’(Vi ) = /]+/?» ① 

S ( v r ^) irr] 

n n 

其中 /i = ^ v f F f ( Vi ) ^u f i f 12 = 2 ( v, m —Vi)F\vi)^Vi. 

»=i i=i 

由于 〆 (!；） 在 [ Vi ， V 2] 上可积，故 vF'V) 在[切 ， V 2] 上也可 


积，因此 lim A 

d ( D —0 


\^ v ， F \ v ^ v ,= 


" vF\v)dv. 

v i 


另一方面 

I lz KMcKDVa ^ = M ( V 2 - I ； 1 ) d ( r ), 

i=l 

故 lim / 2 = 0. 

d(D 一 0 

在①式两边令 d ( T ) —0 取极限，得 


f(x,y)drdy 


D( v 1“，2 






vF f (v)dv. 


注 ：本题 假设了 /( i ,3 ^在 S (切，巧） 上连续而 T ' (仍在 Omw ] 上 
存在并且可积. 


§2. 面积的计算 


位于 Ciry 平面的域 S 的面积由下公式 计算: 




. 面积的计算 


第八章多重积分和曲线积分 


求出由下列曲线围成的面积 (3984 〜 3986). 

【3984】 X3 ； = a 2 ,x + y = ^a (a > 0). 

解 直线与曲线的交点为 ，2 a K 2 f |)， 如 3984 题 
图所示 



[39851 y = 2pr + /r =— 2qr+(f ( 户〉 0 ， g 〉 0). 
解解方程组 

[y = 2^r + 〆 ， 

\ y 2 = 2 qx + q 2 . 

得两曲线的交点为 




3985 题图 
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米多维奇数学分析习题全解(六） 

故所求面积为 

s = 2 J 叫 dr = f (p + g ) y / pq . 

【3986】 （I — ： y ) 2 + x 2 = a 2 ( a >0). 

解如 3986 题图所示 



3986题图 

所求面积的域为 

—a ^ x ^ a * 

X— y/a 2 —X 2 ^.x+ y/u 2 —X 2 , 

故所求面积为 

fa - Va--X 2 fa _ 

S = dr r -_ -dv = 4 V a 2 — x 2 dx 

J -a r-Vu -x 2 ^ 0 

= 4卜 a~COS 2 /d/ = 7T“ • 

变换为极坐标•计算由下列曲线围成的面积 (3987 〜 3990). 
【3987】 （ I 2 + y 2 ) 2 = 2 aHx 2 - y 2 )； x 2 + y 2 ^ a 2 . 

解曲线的极坐标方程为 r 2 = 2 a 2 cos 2^ 及圆 r =〜它们在 

第一象限的交点为 (〜 晋)，如3987题图所示 

由对称性即得，所求面积为 
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rdr 




. 面积的计算 


第八章多重积分和曲线积分 



3987题图 

= 2 j :(2 a 2 C as 2 p - 却= 

【 3988 】（ 1 、 +y') 2 = X 1 +y，*r > 0，y > 0. 

解将所给曲线方程化为极坐标方程得 

(0 认 f). 

故所求面积为 

s =f^=I: 4/^^- = il! 

• s 

高 1 — 1 / 2 1 sin^+cos^ \ 





吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


= 2 arctan ( sin ^— cos ^) = 7 r . 

I o 

于是，所求面积为 

S = ^ ln ( l +>/2)+-|. 

【3989】（: r 2 +y ) 2 = a ( x 3 -3 xy 2 ) ( a >0). 

解显然曲线关于 〔知 轴对称，故只要求出 > 0 的部分.将 
方程化为极坐标得 

r = acosO ( icos 2 a — 3). 

由于必须: r 3 —3 xy >0, 

故 cos ^(4 cos 2 0 — 3)^0， 

故有 coW > 0 且⑺必 > f 或 cos^ < 0 且 cos^ 解之得 




在 ar 轴上方的部分为 


0 < 0 < 晋及号 < 7T — f • 

由对称性可得 

r rf faco^ la» 3 ^-3) fciais<K4a>s 2 ^-3) n 

S = 2 [) 叫 rdr + J^j rdr 

=| 6 a ? cos 2 ^(4cos 2 0 — 3) 2 d0 + a 2 cos 2 0(4cos 2 0 

-S) 2 dd. 


而令 d = TZ — (p ， 

有 I: a 2 cos 2 0( 4 cos 2 3) 2 d0 = J[a 2 cos 2 <p( 4 cos 3 p — 3) 2 dp ， 

故 S = [' a 2 cos 2 0(4cos 2 0— 3) 2 d& 

Jo 
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• 面积的计算第八章多重积分和曲线积分 


=; r (16 cos _ 0 — 24 cos ;0+ 9 cos 2 汐痛 


d 2 (16 • 


_1 參 . J_ . JL _24 •— • — . — -*-Q . — . 


-9- 


2 # i) 


丌“ 


【 3990 】 （ Y+y) 2 = 8a 2 a ^； 

U - a ) 2 -\-( y - a ) 2 ^ a 2 (a > 0 ) 

解将方程化为极坐标方程得 

r 2 = 8 a 2 cos <? sir ^ (双纽线） 

即 r = 2 a y . sin 20, 

及圆周 (rcosO — a ) 2 + ( rsin ^ — a ) 2 = a 2 , 

即 r = a ( cos ^ - sin ^) 士 a Vsm 2 d . 

显然•两曲线关于射线 0 = 寻 对称•令 


2a ysin20 = a ( sin^ + cos0) — a y^inW 

得一个交点的极角 )， 


arcsin 


百， 


于是由对称性知，所求向积为 


sin 2 汐） 2 — a ( cosO + sin ^) 


S =j|rdrd0 

s 

= 2 • -y _(2 a y / sin 2^) 2 — a ( cos ^ + sin 0) 

乙 J arching 

— a \/sin20] _ d0 

=▲[2c/ 2 sin20+2a : (sin0~ i ~cas^)v / ilii^ — fl 2 ]dft 

利用 ys \ n 26 s \ n 0 = ^ — " x^d ^ tan ^' 


DO 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


sin 2<9 cos <9 




并令 tan0 二/， 及利用有理函数积分可得 
f(sin^ + cos^) V sin20d0 


所以 


= -^(sir^9—cos^) v/^r^ + +arcsin(sin0—cos^)+( 


a 1 co <20 + ( sin /? — cos ^) ysin 20 


+ arcsin ( sin ^ — coM ) — 0」 


： arc>,n 8 




arcsin 




+ arcs 


+ arcs 




+ arcs 


^r-{(f ~ arcsin i) 


/14 1 1 

n - T ^ T arccos 8 


4)， 


M 后一步利用了 


sin arcsin 


^ + T arccos i ) = 


根据广义极坐标 公式： 

x = arco^ip.y = brsin a (p (r >0 )， 

其中为以适当的确定的常数，及且 

丄 : = aabrcos <ps\n^ (p. 

D(r,<p) 

由此求出受下列曲线（参数是正数）限制的面积 (3991 


3994) 


[39911 4 + ^ = f + f. 


解 
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. 面积的计算第八章多重积分和曲线积分 


x = arco^(p^y = //r sirup 

则曲线方程化为 


r = - cosy + f sinp ， 

因此，首先必须 

一号丌， 

若 cos(p > 0，则 tan ^ 

若 cos^ ^ 0 ,则 Uiiup 《 - 念 • 

从而 p 应满足不等式 

— arcot ^ ^ ^ k — arcot ^ 

于是，曲线所围的面积为 


.卜 d — = (fcow 十{—)-扣 


其中 


从而 


arctan 


hh . 


f(g+ 备 )^^_j sin2 4+%)] L 


【3992】 


f (^ g ) 




abn/a^ 丄 b 

XWi 2 k 


9 . 

4 


+^ C ； 


；x = O^y 


解 令 了 = arcoscp^y = brs\n<p. 
则曲线方程化为 


( f ) c ° s '> + ( f ) s > n v 

cos 3 (p + sin p # 
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:米多维奇数学分析习题全解(六) 


于是，曲线所界的面积为 


cLrd^y 




abrdr 


ub { : ' 二 

tJ ， 知 



f (f) ^V+d - ) * sin V+ 2 (f) (f) cos^in 2 




其中 ri Jfl^(T)：^ 

cos (p - sin (p 

由 1892 题的结果有 


COS 


(cos ^(p -h sin cc) 

. tan<^_ u 

3(tanV+ 1 厂 


._1 

.(1 +t< 


4ln 


(■ rrtanv d(lan ^ 

(tan(p+ 1 ) 2 
tan - ^— tan ^ + 1 


+ -^-arctan ^ 二 1 -+C ， 
3 73 >/3 


从而 


ab^ it) CQS > d ^ 

2 J o (cos '<p + sin'^) 


qb(<L\ [ I tany 一丄 l n (tan<p+ 1 ) 1； 

2 ^ h I i 3(tan l ^?+ 1) 9 tan L， ^— tan^+ 1 


3>/3 


arctan 2t ^~ - 1 1 
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又利用分部积分公式可得 


sin 


tan 


cos cp + sin ^ 
=- 


tan* (p 


tan; 


3 14- tan 3 % 

利用待定系数法，可算得 


1 + Xan (p 

' o + i\r 


tan< 


— w - 

+ tan ^ 


d(tanp). 





2 \k 


1 + tan 3 p 


(tan(p+ 1) 


+ -^-arctan 
3 73 >/3 




ah ( b \ A 


( t ) i7t ( 


\ _ 2 -Koh ! Jl \ 


COS ‘ 


tan 


( cos ^ + sin ^) 


rrt ^ V —) 


3(1+ tan^) 


+ C ， 


所以 


ab[^ 2 (f ) (f ) ^ 2 ^> , 

2 Jo (cos s y5+ sin 4 ^ 3 ) ^ 


HfHf ) 2 [- 


号 -0 


3(1+ xan A (p) 


-( f ) 2 ( fr * 


因此 


2nub / a \ 5 , 2tuJ) f b \ ' , ob 


973 


( f ) 


9/3 


(f) 


(f) (f) 


r 2tt 〆 ，• 
liTt ( 作 ) + 砰」 • 


139931 (f + f)!=^ 赛 


(x > 0， j 〉 0 ) 


解 令 j = urQO^cp^y = /jrsiiup. 

则曲线方程化为 


59 





吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


(f )_■>+(!•) 


snr 


( cos(p + sin^) ! 




于是•所求面积为 


= ， (f) n 巧 

丄！ r Z Jo (cos^+ sin^p) 


d(p 


cos- 


( cos ^ + sin ^ p ) 


i d( p 


(1 + tan ^)) 1 


d(tanp) 


3 (1 + tan^) x 


+ C , 


sin 




(tan<^— l)(tan<p+ 1) 
(1 + tan 史 ）’ 


d(tanp) 


InT ^ d ^- 2 InT ^ 


d(tany) 

(1 + tan ^) 


tan^ (1 + tan#’ 3(1 + tanp) 


3+ c ， 


因此，所求面积为 


^ 


. ( J ) 


(f)[- 

ir [- 


i _ - 

tan<r)'. 


3(l + tar^) 3 」| 0 


- *1 ^ - _ - 

1 + tanf (1 + tan^) 2 3 (1 + tan^) 


]： 


ub (a 2 
"fi 


b ). 


注: 也可设 


hrcoscp-y = kr sirup. 


【 3994 】 


(x>0,y>0) 


解 


x = arcos(pny 
— 60 — 




• 面积的计算 


第八章多重积分和曲线积分 


则曲线方程化为 


^ _ (f)'cosy-(})sinV 

(cos^+sinp) 4 • 

由于 (f) cos 2 p— (I) sin 2 史 >0 ， 
tanV <(^) 2 , 

0 < 号， 

0 ^ arctan 謗 . 

利用上题中的两个不定积分，可得所求面积为 

(T ah f arr,a ^ ( 會 ) COS 2 ^ — (t-) 

s= b rdrdcp = tL — ITos^lrupy 

= 心！、 2 「—丄 1 1 

' "2 U I L 3 • (1 + tanp) 3 」o 


d(p 


-华、 2 「_ i ___ 

2 v ^ / L 1 + tarup 

1 I arcUn M 

— 3(l + ta — 3 」。 


+ tan^j (1 + tany ) 


i(t) 


( 羞 ) 2 o+ 

( o 3 


g A bk(ak+2bh) 
6 h 2 ( ak + bh ) 2 ' 


[3994. 1] f- 

V a 



r =^ 


令 j = arQOs l (p^y = hr sin 2 (p. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


则方程变为 


a ^ cos' (p • sin §9 ( 0 < f ) ， 


c 


I I = 2abrcos(psm(p. 


所求面积为 


S = drdy 


L% 




2a/?rcos(ps\n(pdr 


sin ^ cos 9 ^!^ = 士 J - sxn'Zcpdcp 

.^ J " sinW =^. l | o 2 S inW . 


利用 2281 题结论可得 


4 2 


因此 


S 


a s b s 1 8 6 4 2 


a 3 b s 


【3995】 


7"*F # "9 # T # "5*"3~ 1260c 7 * 


l；x = 0,y = 0. 



.8 


解 令 ： r = arcosTip^y = arsin^cp. 

则曲线方程化为 


(0<9<f). 


于是，所求面积为 


S = j8a/?rcos 7 ^sin 7 ^drd^ = 4a/?J cos 7 (ps\n 7 cpd(p 


Aab u 7 (l-u 2 ) 3 du 


= 4a6| (u 7 — 3u 9 + 3w :1 — u u 

= Aah ii 


)du 


3 1 \ _ ah 

a ) = 


8 10 12 14 / 7(T 
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. 面积的计算 I 第八章多重积分和曲线积分 

进行适当的变量代换，求出由下列曲线围成的图形面积 

(3996 〜 4007). 

【 3996 】 x + y = a,x-\-y = b,y = or，y == 扣 

(0 < a < b;0 < a < /?). 


解 设 a .+ y = u ， 


则积分域变为 

：a u ^b 9 a ^ ^ 


所以，所求面积为 

S = J TV+vy AuAv = \\ uAu \[ a+^ 
s 

= 上 (b 2 - a 2 )( s - a) 

—1 (l+a)(l+^) * 

【 3997 】 xy = a 2 ,xy = 2a 1 ,y = x,y = 2x 

(x>0 iy >0). 

解 作变换 




则积分域变为 

2 ： a 2 < w<2aM 


且有 


Ox 

djC 

du 

dv 

(h 

c h 

Ou 

dv 


5. 


于是，所求面积为 

S = JJ ^dudv 

2 


L" du \] b dv = b 2{n2 - 


[3998] y 2 = 2pjc,y 2 = 2qx.x 2 = 2ry ,x 2 = 253 ; 

(0<p<q ； 0<r<s) 
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作变换 


则积分域变为 

2 •二 P 《 w ^ 2 q 9 2 r ^. v ^.2 s 9 

且 m = 音， 

于是，所求面积为 

s= Jf b udv = i\l du \l dv = 音 (<? n r) . 

v 

【 3998. 1 】 x 2 = ay,x 2 = by = cy 2 ,j- 3 = dy 2 

(0<a<b ； 0<c<d) 

解 作变换 

x 2 x 3 

U = — tX ； = — 

y y 

则变换将积分域变为 

：a ^ u ^ b,c ^ v ^ df 

□ u z u 3 

x = — ,v =—. 
v v 

dx dx 

I du dv’ 

则 /= , ， =一^， 

3 y 3 y v 

r)u 9 v 


从而 




因此，所求面积为 

S = I ^dudv = JV'd W [ d 萝 =± a ” (★ — + )• 

【3998. 2】 y = ax r \y = bx p = cx q ， y = cLr q 

(0 < p < q ；0 < a < b ;0 < c < d ). 


dr 
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作变换 

u = f^ v 




则积分域变为 

：a ^ u ^b 9 c ^.v^. d 9 


q-P v^p 


故所求面积为 


• 6 Jfcri r d 1 

U ^rP du dv 

a c y^p 

，•^ H :). 


(q+l)(p+\) 


H q — p 」aJ 


(6^ —a^ ) (-51 ~~^r)- 

x c^p dtp ’ 


139991 Vf + Vf = i *Vf + Vf 


工=子， 4 土 

aba 


(a >0,6>0) 


解作变换 


Vf + Vf 


U^V 




则变换将积分域变为 




且 


I \ 


2 u 




于是所求面积为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



15fl (n - 證) 



6oab 

l 08 # 


【3999. 1】 





解令 


(f) 3 + (f) 


丄 

y 




则 


JC 


y 


[(分+(奸] 

ul 

[(rf + dfl 


变换将积分域变 


2:1 


且 


/I 


[(f ) 3 + ⑴ 3 ] 
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2 . 面积的计算第八章多重积分和曲线积分 


因此，所求面积为 

(令(心) 



【4000】 





=1，其中 A 取以下 数值: 


(x>0,y>0). 


解将方程 

0 0 

A A — r 

变为 A 2 -( x 2 + y + r 2 ) A + r 2 o - 2 =0， 

将 A 作为未知数解方程，不妨记方程的两个解为 A #， 则 

】一 X 2 十 _ y 2 + c 2 + y/tx 2 +y 2 +c 2 ) 2 — 4 r 
卜 2 ， 

— x 2 + y + c 2 — V (x 2 + y + r 2 ) 2 — 4c z x 2 

2 ， 

按上式变作变量代换，将 ( I ，： y ) 变为 ( A ，/ i ) •则 

D(A^) =_ 4c 2 xy _ 

Dhj) - Hy +? )2 — 

_ 4 y/XuU 2 -/ i )( A - c ) 

A ， 
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所以 


D(x,y) 


D(x,y) 


A — // 

4 y/X/i(c 2 —/i)(A — r 2 ) 


因此，所求面积为 


drd.y 


4 2 丄 ’ 5 2 4 VXfiir — u)U — c 2 ) 

P = dudv 

4j 4 J i Vuv(l-v)(u-\) 

cf_ p y/udu p /vdv c 2 p yfudv 

4 M V^V 1 ^ y/u(u-\yi 


d^dA 


w(1 !^ 严 


3 \/w(w — 1> 


•JuAu — 
Vu — l 

/To 2 , t 75-72 

3 3 +ln 2 _yr 

du 

一 21n$ — ;， 

y/u(u—\) 

2-72 

dv 

= 2arcsin A /— — 2arcsin 

Vv(\-v) 

V 3 

y/vdv _ 

Vl—v 

arcsin — arcsin 


~ 2) arcsinarcsin, 


in V ?， 


m 


=^-( \/l0 — 2)arcsin —. 

0 o 

【4001】求由椭圆 

(ajx + 6ijy+ ri ) 2 + (a 2 x + b 2 yc 2 ) 

围成的面积，这里 

8 = a x b 2 —a 2 b\ ^ 0. 

解作变换 
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u = a\x + b\y ^c\ 工 + ^ ： y+ C 2 - 

则椭圆所围的域变为 

W 2 + IT ^ 1 , 


8 I I a x b 2 —a 2 b x | $ 


因此，所求面积为 


w " a ， 

【4002】求 由椭圆 


丄 dwdt; = 


ch 2 w sh-'w 


和双曲线 




cos 6 v sin v 


{V = V\ ， V2) 


(0 < Wi < u 2 ;0 < T；1 < v 2 ；x > 0 ，J > 0) 

围成的面积. 

提示：设 = rchwcosv ^ v = rshwsinv . 

解作变换 

x = cchw • cosz ;^ = rshw • s\nv 
则有 I f | =丨 r ch'w — c 2 cos 2 v j . 

变换将积分域变为： 

U\ ^ U U2^V\ 

又 ch 2 w ^ 1 ^ cos 2 v , 

故所求面积为 


4“T 
J J V 1 

C 2 (v 2 — 


-c 2 ( 


(ch : u — cos 2 1 ;) dwclz; 


ch2w 


du 


“i)p kil|os2. d . 
^ L 


[(v 2 — Vi )(sh2u 2 — sh2wj) 
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—( u 2 — ui )( s \ n 2 v 2 — sin 2 i；i )]• 


【4003】求用平面 


了 + «y + 之 


与曲面 x 2 ^ y 2 + z 2 — xy 


y ^ 


相交所得的断面面积. 

解作下面的变 a 代换 


r _ \ _ 1 f _ I _ 2 1 

—七 7f 0 jf ^ y ^7e 


/= k + k + h 


这是一个正交变换，故 （>'/， 成为一新的直角坐标系，在新 
的直角坐标系下，平面方程为 〆 = 0,由于 


1 / ^ 1 ^ ： 1 / >/6 ^ , 1 t 

TT W ，尸 — ？ +F , 


= 一心 + 心 ,+^’. 


将上面三式代入曲面方程得 


^ ，2 + y 2 


截面为平面/= 0上的圆域 


: w 4“ 2 . 


故•所求面积为 

S = jj dr'ciy 

【4004】求用平面 

z = l-2(x + y). 


2 mr 

丁 


与曲面士 n+i = 0 . 


相交所得的断面面积. 

解平面被曲面所截部分记为 S ， 它在 oOj •平面上的投影记 



为 a 它们的面积分别也记为 s 和 d . 由于平面 2 
的法线之方向余弦为 


- 2 Cr + ： y) 


cosa 


cos/? 


Y ， 


cosy 


Scosy 


S ， 


从而 


而曲线 


3D, 


2 Cr + ： y) 


- + =0 
x y z 


在平面上的投影曲线为 


7 + 7 + 


2 (.r + 


即 2 x 2 +2 y +3^- x -^ = 0. 
区域 D 就是由它所围之域.作变换替换 

jc = u-\- v-\- -=■ = w — v + -z- 


D ( xyy ) 

D ^ UyV ) 


且曲线方程 


变为 


2j 2 + 2y 2 + 3xy — *r 一 3 / 

7« 2 + t /-4 =0. 


这是一个椭圆.从而 

D = 11 di dy 


2 dwelt; 


因此 


2k 

7v/7* 
3D = 


y ? 
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§3. 体积的计算 


柱体上顶是连续曲面 z = / Cr ，： y ) >0,下底是平面 2 = 0,而 
侧面是从平面 ( iry 中的可求积区域 n (图 14) 的垂直柱面，这种柱 
体的体积 等于： 



图14 

v = j[/(j^)drdy. 

【 4005 】 _出一立体，其体积等于 积分： 

V= 「 0 2 +y)d ： y. 

解 积分域为三角形 

0 ^ ^ 1 — x. 

柱体上顶为旋转拋物面2 P +/物体的形状如4005题阁所示 



4005题图 


— 12 — 




【4006】 描绘出以下二重积分表示的体积的 形状: 


( 1 ) 


( j : + y ) drdy ； (2) 


1 - 


dxdy 





(3) 


( x 2 +y )drdv; (4) 


x 2 + y 2 dxdy ; 


• r ， f : >!<1 


( 6 ) 


(5) JJ ysydzdy ； (6) 

總 ： 2 : 

解 （1) 由平面 z t + = 0 

1 所围立体的体积.如4006题图1所示 


Sin 7T 


' x 2 + J 2 cLrdjy. 




0，z = 0及 x + y 



⑵这 是上雜 球， 


4006题图 I 

+ y 9 +Z? = 1 (2: 彡 0) 的体积，如 4006 题 


阁2所示 



4006题图2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) _ 

(3) 这是由旋转抛物面 z = * r 2 +; y 2 , 平面: r + y = l，i + 3； = 
— \ , j ： — y = \,x — y =— 1 及 z = 0 所围立体的体积•如 4006 题 
图 3 所示(仅画出第一卦限的部分） 



4006题图3 

⑷由圆锥面 2 = yFT 7, 圆柱面 /+y 及平面== 

0所围立体的体积.如4006题图4所示 



4006题图4 

(5) 由双曲抛物面 2 ：= 平面 : y = a，：y = = l,x = 

2及 z = 0所围立体的体积，如4006题图5所示 
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3. 体积的计算 第八章多重积分和曲线积分 



4006题图 S 

(6) 由正弦旋转曲面 2 ： = sin?r Vx 2 +/( —拱)及平面 z = 0 
所围立体的体积.如 4006 题图6所示 



4006题图6 

求出由以下曲面围成的立体体积 (4007 〜 4012). 

【 4007 】 2 ： = 1 + y,z = 0.x + y = l，*r = 0，>» = 0. 

解 V = j'dr|^(l+x + ^)d^ 



【 4008 】了 + )，+2 = a.j 2 匕 v 2 = R 2 ..r = 0,y = 0,z = 0 
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解 V 




(a — x — y^dy 


M ： 

J a y/R 2 — o^cLr — J x \/R 2 — j^dr — 


r) /R 2 -x 2 - 


R 2 -x 2 ' 

2 . 


dr 


•r 


o 


R 2 -^ 


dr 


koR 2 r ^_ _ izaRi _ m 

3 3 ~ 4 3 


0. 


^8 

105 . 


4 3 

【 4009 】 z = x 2 +y^ = 

解 V = I ^cLr |* , (x 2 + y 2 )dy = 

【 4010 】 z = cosjcosjy, z = 0，z = cosjcos.y 

I j^ + y 号 ， I x ~y 1< 号 . 

解因函数 2 = cosxcosjy 的图形关平面及 ().rz 平向对 
称，而积分区域关 (ir 及 Qy 轴对称，如 4010 题图所示 



4010题图 


故所求体积为 


V 



-f-J 

0 


vi cosvdv 


-5 


cos 


2 ^dr 


0 


4(4 + 峻、 


【 4011 】 


2 


z = sin 


o 


g， 2 =w 


= 0 ，了 
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• 体积的计算 I 第八章多重积分和曲线积分 

解 V = sin ^dy = = n. 

【4012】 z = xy + y -\- z = \ ,z = 0 . 

解体积由两部分组成 



4012题图 

v ,： o < x < 

V 2: 0< i <1，|^<： v <1 -了， 

i ~t J * 

1 — x — . y . 

它们在八平面上的投影域分别 a ， a ，因此•所求体积为 
V = V , + v 2 

n rfe fi (• 卜 *r 

= da j.vdv+ dr I , (1 ~ x — v)dy 
Jo J o * Jo J \^ r 

=(-j + -6 ln 2)= j ^-2 ln 2. 

变换成极坐标•求出由以下曲面围成的立体体积 （40】3 〜 
4020). 

【 4013 】 — = xy ,s- +y ' = a . 

解所求体积为 


「^ Jcy cLrd^y = 

2 3 1 . 1 , 

— J cos - ^sin 2 cpdcp. 


\ ' d(p \ r 2 Vcos<ps\n(pdr 
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利用3856题的结果可得 


-J cos 才 ^sin^ cpdcp 


金咐，音 ) 


2a^ 2 (l) & 叫音 ) 
M 音 ）— 3^ . 


[4014J = x + y,(x 2 +y 2 )' = 2xy , z = 0( j 〉 Q ， y>0). 

解柱顶为平面 ^ i + > 积分区域为/心平面上由曲线 
(x 2 +y ) 2 = 2xy • x = 0，y = 0 围成的 区域， (or 2 +y ) 2 = 2:i;y 的 
极坐标方程为 


r 2 = 2sinfOs^r = sin2^ (0 < p f )• 


于是所求体积为 


rf y/ sin 2 , 

( j * + >0心办 = d(p r 2 (cos^ 4- sin^)d, 


年 (sin 了 cpco^ <p 4 - cos 令 psin 〜) cip 
•i J •• 


¥^( H)=¥^tf 


- 2/2 


T - MtMi ) 


v’2 7T 

-鲁- ■ ■■■ _ 

16 • 


sin 


注 :解答 中利用 3856 题的结果及厂函数的余元公式 


厂（，)厂（1 一 T) 


simr.r 


[4015J z = jl^ 4- y ..r :； + y 2 = jt^i 2 十 x = 2x,z — 0. 
解 X 2 +y = •!•，/ +y = 2a* 的极坐标方程为 


cospr = 2 cosp (—吾 < P 《号) 


所求体积为 
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3. 体积的计算第八章多重积分和曲线积分 


V 


(:r 2 + 夕 2 )drd：y 




n 




1 

4, 

作 jS 

2 

r 

(16cos 1 ^ — 

螬 

cos 

15 

A 

3 1 7T 

_ 45tt 

T 

• 

4 2 2 

32 # 


15 




0 


cos 1 <pd(p 


【4016】 x 2 + y 2 + z 2 = a 1 , x l + y 2 ^ a 1 s I 
解先计算下面立体的体积 

V, ： x 2 + y + z 2 < a 2 ,x 2 + y < a I a* I, 


(a>0). 


V , 


Va 1 — (x : - + v 2 ) (Lrdy 



= -| T ( a 2 - r)i 

O J 0 


v/V — r dr 


= J (1 - s \ n A ( p ) d(p 
因此，所求沐积为 


d<p 

4 ttc/' 16a 


\/=球体体积一％ 


t 7 TU 

丁 


一（与 


47ra J 16 “、 




16 a 


【4017】 . r ? + ，’ — az = 0 , （. r 一， ’）？ = cris 1 — y 2 ) . 

s : = 0 (a > 0). 

解在第一象限的积分区域 A 


Hi ：0 ^ ^ a \/ cos2^.0 ^ ^ ^ 


利用对称性得所求体积为 


V = 4 lf 丄 (.r° + y )dxdy 

“ Cl 


n , 


d( p\ 


u V cx > s 2^ 


rdr 


a 


cos 2 2(p<icp 


Tia 
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吉米多矣 


【4018】 2 = e -W>, z = 0，:r 2 +y =R ; 

解利用对称性，得所求体积为 


drd ^ 


rf rR 
I d<p i 
Jo Jo 


rdr 


7 T (1- 〆 ） 


【4019】 


(cos 


7 T V X 


2a 


一一，之 = 0，）= :rtan a^y = : rtan/9 

(a 〉 0 ， c>0,0<a</3< 2 丌 ） • 


解所求体积为 


『(•cos — 


drd.y 


w : 


cr • cos ^dr 
ca 


= ^- a )[^ S ing + ^ co S g ][ 

=r(/3—a) - ^~) = 2a 2 c(fi-a) (士 - 吾 ) • 

【4020】 n 2 + / ，： = i y 

解立体在/八平面上的投影区域由曲线 

x 2 4- y' = x + 


+ ) 2 + 卜一音 ) 


围成•令 


f rcos^. .y = — + rsin^p 


则积分域为 


0 2n*0 ^ r ^ 


/2 


因此，所水体枳为 


i(j ： + y) — (.r* 十 y) jd/d^ 


M ) 2 ^( W) 2 <i 


r 却 Jr[ i+ 


r(cos^ + sin 少） 




80 




— ( 〆 +++『（ + sirup ) j ]rdr 

«?(+- 今 dr = f 

求出由以下曲面围成的立体体积(假定参数为正数 ）（4021 


4035). 


[40211 


+ 6 + 




( z > 0 ) 


解两曲面的交线在 My 平面上的投影为椭圆 

^ + =丄 

a 2 ^ b 2 r 

令 x = arcos<p^y = f?r sirup ， 

则两曲面的方程化为 


1 — r 2 


及 z = cr . 

积分区域为 n 


0 2兀，0< r ^ — • 


因此，曲面所界的体枳为 


= J ( V[: ? [r ^\—r — cr^ubrdr 


2 ;r ’（r 


= 2izabc \ ~(1 r 2 )~ -r' 

L o o 

— ^nabc(,2 — y/2). 

【4022】 4+ 系 -4=- l ，4+ 系 

& r cr /?• 
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解由对称性并利坐标变换 

x = arcoscp.y = f ， sirup. 


可得曲面所界的体积为 


r+?drdv 


2 2 
沙 1 


d^)J abcr V\ +r dr = inabc r( 1 + r 2 dr 


楚 （ 1 +内号 


^(272-1). 


【4023】 K + = ~ + = 

cr tr c fr a b 

解 之体在 a() 3 , 平面上的投影域的边界为椭圆 

2 2 

^ + S = - + 

a & a b 

(王 一丄/ + 丄 = 丄 

U 2 I \b 2 / 2 • 

令 —+ rcos ^ • y = 4- 4 - rsin ^ j . 


则曲面方程化为 


r ( cos ^+ sin ^) 4 -r L 


积 K 域为 n 


0 < f < 2 tt ，0 < r < 


n 


I ^ D(.r,y) 

— D(y ， 一 

所以，曲面所界体积为 


abr ， 


( H ) 2 -( H ) 2 ^ 




)drdjy 


a/)c I d^p' r -y + r( cosp + sin^) + r 2 dr 
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* r l 音 ++ sin ^ > 十 a ] 如 


=abc • — • 27T = ^ahc n. 
lb o 

【 4024 】 

解利用坐标变换 

J： = arcos<p^y = h sirup. 


可得曲面所界体积为 


r 1 


(5+^) 2 ] cb-dv 


I dcp\ c( 1 — r 1 )a/)rdr 


abc • 27T (r — r' )dr = — Kobe 


【4025】 (f + f 
解作变 t 代换 


)+ > = 1 • j ，= 0, 


O.z 


x = arco^ cp.y 

则曲面方程化为 


fjrs \ n 2 ( p . 


T^r 


积分 域为: 




f ^m(fCO^<p = ahcrs\n2(f. 


闪此 ，曲血所界体积为 


/ 1_ (7 + f ) ^ 


•■f n • 

abcs\n2(p 

Jo Jo 


=7>1 厂 
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abc (J s\n2(pd^ ( 


T^dr 


abc 


abc 


【 4026 】 < + ^+^ = 1,(^ + ^)'=^-^ 

解作坐标代换 

jc = arcos(p 9 y = Arsinp, 

则曲面方程化为 

z =± c _ r 2 ，〆 =cos 2 (p — sin 2 yj = cos2(p. 

由 r = cos 2^ ^ 0 • 


可得 


丌 / / 丌 die / 〔)丌 

利用对称可得曲面所界体积为 


f"? f /cos2^ - 

8cI J yi — rabrdrd(p 

8 ul?c \ 1 冬 (1 — >/8 sin i ^) d ^ 


8 ahc 


• ( p + >/8cos^ — 孕 


8 a/)c ( 7 T 


^)= ^(3^ + 20-16/2) 


【 4027 】 z 2 = xy ,x-\- y = a^x + y = b (0 < a < b). 
解曲面所界立体在^ y 平面 h 的投影区域由直线+ 
y =“. x + 3 ，= 仏了 = 0及》= 0 围成.利用对称性，知曲面所界体 

积为 V = 2[| y/xydrdy 

"n 

= 2( I":dr 厂 v/^d^ + j'drj^ Z^dy) 

= 4 lyj -'( b - x ) 3 — / r ( n) 3 ]cLr 

O J 0 




• 体积的计算 I 第八章多重积分和曲线积分 


+ — >/x(b — x) 1 dx 

v> J <i 

= 4 " (b — x) Vx(.b — x)dr 

o J 0 




x) y/a(a — x)6lz. 


令 


6sin 2 /，0 ^ ^ 


{b — x) y/jc{b — x) 


| 2 6 • cos 2 / • b • cos/ • sin/ • 26sin/cos/d/ 

2b s cos 4 / • sin 2 /d/ 

Jo 


cos 4 tdt 


J o W/d，) 


263 (l-i-f 


2 # f ) = ^ 


同样 （ “ 一 : r) >/x(a — x)dr 

Jo 

因此，曲面所界立体的体积为 


na 


(l6 nh ^U 


na 


)= f 2 u ) 


【 4028 】 z = j 2 +y ,ocy =a 2 ,jy = 2a 2 ,y = ^ ^y = 2x,z = 0. 
解曲面所界立体在 《 xQy 平面上的投影域由曲线 ^ = 


a ,xy 


2W 和直线 : y 


2 9 


2x 所围.故曲面所界立体的体积 


J (x 2 + y )drdjy. 


作变量代换巧 = 

Ji 


则积分域变为 a 2 < « < 2a 2 i < 2 ， 
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2 t ； 


，: 2 +y = (f + 奶，) ， 


因此，所求体积为 




3 - b ' 


a\ 


【 4029 】 z = xynjr = y.j 2 = 2y,y = *r，y = 2x,z = 0. 

解曲面所界立体在 aQy 平面上的投影域 fl 由曲线 P =3； 
= 2^-r = •!•，/ = 围成.所以曲面所界立体的体积为 


D - 


drd.y. 


作变 M 代换 w = 4，z；=;， 

， x- 

即 x = u ^ v " ,y == w— ’ iT+ • 

则积分域变为 


且 |/丨=- 

于是，所求体积为 


u -V \ 


丄 | J^drd_y = y dv ^ «—V 

i (- i - 2 If - 2 I 


1 3 3 _ 3 

"3 x T x Y _ r 


dw 


【 4030 】 z = c*sin ,z = 0,xy = a 2 ,y = ax 


y = (ir (0 < a </3;x > 0). 

解曲面所界立体在 • zQy 平面上的投影域 n 由曲线 = 
cr% 直线 y = ar,y = ^ 围成.因此，曲面所界立体的体积为 
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• 体积的计算第八章:多重积分和曲线积分 


V = Jjcsin 


作变量代换 1 = urcos < p>,y — arsiiup . 
则 丨 I \ = a 2 r , 


所以 


c Jsin ^^ cLrd^y 


^ ^rarrni^ ^ sin^cosp) rdrdcp 

J arctanaJ 0 

7T J arciar\i Siri(pCOS<p 7T arcian 


amarv? 1 ^ q arciai^ 

-- d(p = — lntan 史 

arciar\i S\T\(pCOS(p 7T ardaito 


= ^- r ln ^. 

k a 

【4031 】 z = + j 亏 ，2 = O’jr + y = l，:r = 0,^ = 0. 

解曲面所界立体在 oQy 平面上的投影域 n 由直线 * r+：y 
= 0及 j = 0围成.因此，曲面所界立体的体积为 

V = jj(^ + )drd^ = J 0 (J 。 )d>»)dr 

n 

=J [j (1 -:r) + 音 (1 -j” "(dr 


“知 1 -叫 I 


2 2,4 

= -- -f- - 

5 7 35 

[40321 


35 * 


，卽 + ( f ) 


解曲面所围立体在 aQy 平面上的投影域 fl 由曲线 

+ (fY = 1围成•作变量代换 

x = arco^ (p^y = Arsing. 

则 n 变为域 
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1， 

且 ! / I = 3(2/7rcos 2 ^sin _， ^) 

由对称性得所求立体的体积为 


V 




1 — r ( cos ;> <p + sirf <p) ] 3a/?r cos^ ^sin~ (fxir 






in 2 外 一 J 。 —(cos 6 ^+ sin 5 p) cos 2 ^psin 2 <pd(p 


6abc ! j cos 2 ^sin 2 (pd(p — J sin K ^cos'^d^p 
6abc [~J 2 sin 2 ^)d^)-—J Z sin l ^d^ —J 2 sin K ^xl^ 

+ J 2 sin k ^dp 


= 6abc 











8 6 


3 1 7T1 75 , 

•W 7」 = 丽滅. 


【 4033 】 z = carctan -^-,2 = 0, Vj 2 + v 2 = aarctan 2 

X X 

0^0). 

解 曲面所界立体的 •zQy 平面上的投影域 D 由曲线 
s/x l +y z = aarctan ^ 及直线 t = 0，j = 0 围成.作变量代换 

x = rcoscp 9 y = rsin^. 

则积分域 q 变为 




故所求立体的体积为 



carctan 
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•体积 的计算第八章多重积分和曲线积分 


c | 2 \(— 2 <pd<p = 令 • 2 = 


128 • 


【 4033. 1 】 z = ye ° 2 fXy = a 2 9 xy = 2a 2 = m^y = 

z = 0 (0 < m < n). 

解曲面所围立体在 ^ 平面上的投影域^由曲线 O = 
a 1 ,xy = 2a 2 及直线 y = m,y = n 围成.所以，所求立体的体积为 




cLrd ^. 


作变量代换 u = g，v 
则积分域 n 变为 


2 

| / | = — » 


因此 


V = J dw| ve~ u 


a' in — rn)\ e~ M dw 


a 1 (n — rn 


(e—1). 


【 4034 】 = l 9j r = o 9 y = o 9Z = o (n>0). 

解曲面所界立体在/办平面上的投影域 fl ， 由曲线 f 
=1及直线 X = 0,^ = 0围在.所以，所求立体的体积为 

v= j c V^i?^y 崎 

n 

作变量代换 1 = arcos n < p^y = brsin ^ cp . 

则积分域变为 

， 0<r<l ， 


I /|=^r. cos^cp - sin^cp 


因此 


2abc 


7 \— rVdr cos *^ 5 cl • sin^^dp 

« 0 


0 




吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


则得 


若令，=/， 

1 7(l-r n )rdr = 丄「 （ 1 - / 六 / 士-丨 d/ 

0 71 J 0 

n \ n n / n 





由 3856 题的结果有 


0 


mZB 

COS ” 


_ 宁— = *K 士 H 



因此 



abc 

3n 2 




【侧 (f + f) n + (f) m = U x = o,y = 0, 

2 = 0 (n > 0，m 〉 0). 

解 曲面所界立体在 A 平面上的投影域 n 由曲线 
(f + f) n = l 及直线 I = 0 ，：y = 0围成.所以，曲面所界立体的 
体积为 

作变量代换 

x = arcos 2 (p^y = brs\rC(p. 

则积分域 D 变为 
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因此 


4. 曲面面积的计算 第八章多重积分和曲线积分 


| / I = 2abrQOS(ps\i\(p ^ 


V = 2abc 7l — ^ • rdr 


o 


coscpsincpdcp 


TT^- rdr 


o 


= 也「（卜 十 i d/ 

n Jo 


(令， =/) 

逆 W 丄 + i，4 

n V m n / 



^abc m r (m) F (l) 
n •(丄 +^ H 丄 

\ m n / V m n / 

_ abc 
— n + 2m 



§4. 曲面面积的计算 

1. 曲面由显函数给出的情况平滑曲面 z = 的面积 

用以下积分 表示： 

S= | -J 1 + {^ 2 V [fy) Z ±Tdy ， 

其中 n 为给定曲面在 Qr：y 面上的投影. 

2. 曲面由参数给出的情况若曲面方程是用参数给出 

x = x(u^v) = y(u,v) = z(u^v) 

其中 ( w ，* y ) 6 m 为封闭的可求积有界区域，而且若函数 j ，： v 和 
:^在 n 域内是连续可微的，则对于曲面面积有以下 公式： 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


du dv du dv du dv a 

【4036】求曲面 or = a 包含在圆柱/ +y = a 2 内的那部 
分曲面面积. 

解所求曲面面积为 


2 +以 


+ (f) + (f) 2(brdy 


V + (x 2 + y 2 ) drd.y 


私 2 


=d^| v^a 2 + r 2 • rdr = ^^-(2\/2 — 1). 

【4037】求由曲面 Y + z 2 = a 2 ，： y 2 + z 2 = V 围成立体的曲 
面面积. 

解如4037题图所 示：两 曲面的交线在 ： yO 平面上的投影 

为圆 




v 


4037题图 




• 曲面面积的计算 I 第八章多重积芬和曲线积分 


y 1 +z 2 = a 2 = 0, 

所以，利用对称性得所求面积为 






其中 


闪此 


1+0 + 


2 

)d^ydz 


•a 、 

r dz 

Jo Jo 




•a 1 


dj = 16a 2 . 


【4038】求球面 * r 2 +y = “ 2 包括在圆柱 4 +# = 1 (/， 

• a (r 

< a ) 内的那部分面积. 

解对于曲面 

z = y/a 2 — X 2 — y 2 , 

士 /， , /dz \ 2 • /clz \ 2 • 


德 r+(g) 


=」1 + 


f a 2 -x 2 -y 2 


[7^ 


Ja 1 —x 2 — y 2 

积分域为椭岡域 n 

4 + f < i ， 

cr b- 

所以由对称性知，所求面积为 


2 j 


-clrd^y 






f a 2 -x 2 -y 2 
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= 8a [ U (arcsin / “ )dr 

Jo \ or — r b I 

= 8a| (arcsin )cLr = 8a 2 arcsin 

【4039】求曲面 z 2 = 2 a 被平面 *r + y=Ux 
下的那部分面积. 

解对曲面 d =2乃，有 


^ yj ~7 


8 u arcsin 


= 0，} = 0 截 



i + ( 




= / z ± z + z = 

_ V 2r 2 — \ 

积分域由直线 1+^ = 1，』• 
知所求面积为 


-V 2 + 2 忑 

2 xy 


j -f .y 
72 y/xy 


O^y = 0 围成.所以，由对称性 


S 


幫:心 r 窗办 


K [ 2 ". 


—x + y —(1 —dr 


2 V \ — x ( \ + 2 x ) 

3 yfx 


dr (令 A 


= ¥ l ! 1 / r ^ ( i +2 ^ ) d /= i #( f + f ) = ^' 

【 4 ( M 0】 求曲面 : r 2 + y + z 2 = a 2 位 于圆柱 : r 2 +y =士仏 
之外的那部分面积(维维安尼问题). 

解只须求出球面被圆柱面割出部分的面积，对于球面有 



⑽+⑩) 



1 + 


y - p-y 


利用对称性知割出部分的面积为 




【4( M 1】 求曲面 2 = v / jr 2 + y 包含在圆柱 O ' 2 + y = 2 a •内 
的那部分的面积. 

解对于曲面 


z = /^ T 7 , 



所以•所求曲面面积为 


S = | ^/2(Lrdy = >/2 tz. 

x 2 + v 2 <2x 

【4042】求曲面 z = 乂 r 2 — y 包含在圆柱 （ x 2 +/) 2 = 
内的那部分的向积 • 

解对于曲面 



积分域 n 由双纽线 r 2 = a 2 cos 2 cp 围成，由对称性知，所求曲面 


面积为 S =[ 

n 



rJL 

I :吆 


“ /cosZif J2y 



• rdr 
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【4043】求曲面 


( jt 2 — y) 被平面 i — y =土 1，J* + «y 


土 1 截下的那部分面积. 
解对于曲面 

z = 备 U 2 —/)， 


+ ( g ) 




i + x 2 + y . 


积分域 n 由直线1一7=士1 ,i+：y=±i 围成.所以，所求面 


积为 


|[ v/l + ? +y drdy ， 


作变 M 代换 


2"， 


v,y 


在, 



则积分域变为正 方形: 




且 m = 

故利用对称可得 


S = 4 du 

0 


u 


1 + u 1 +xrdv 


4 |^|/rTZT7 + l ^ ln | 
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• 曲面面积的计算 第八章多重积分和曲线积分 


u 2 + XT \ 

■ 


du 


4[ ? !“ + 以 + 』 

J 。 1 2 /TF^r-w 

4(1+2# f +2(“ + ^) ln ^^^_“ 

3 o V 2 1 yi + 2l /-u 



- 2 I ：(« + f ) 


(l + “ 2 ) V\+2u 2 


du 


is /2 2 


¥^3-1 


f 1 + 


d(l+2“ 2 ) 

v/l+2“ 2 


l + 2w : 


7 d(\ + 2u z ) 
】+“ 2 V\+2u 2 


II ： 


/ L ±5 , 
/ 2 + l d 


(>/2 — 1) + —arctan/ 

J l 

(>/2 — 1) + -^-arctan J2 


2 丌 


^ 一音 +^ln3 — 音 (J-l) 一音 arctanj+ 


2n 


= ¥( 1+ T ,n3 )-1 

【4044】求曲面面积 /+y = 
2^0^ 之内的那部分面积. 

解对于曲面 

x 2 y 2 = 2 az * 


arctan W+ 警 . 


2 az 包含在圆柱 (: r +y ) 2 


(iz 


fiz 

cl y 


( 打 +(f) 
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米多维奇数学分析习题全解(六) 


r T "7. 


积为 


积分域 fl 由双纽线 r 2 = a 2 sm 2 cp 围成， 由对称性得所求面 
S = [ — Vet J + x 2 + y 2 drd )， 

Cl 

= 士 y ^ TT'-rdr 


=告 I ; [“ ( 1 + sin2^)"2 — u A dtp 

= 4 (cos^+ sin^O ’dp— ^- ， 

[ 1 (sinp + cos ^) 

= 2 0( f -，) 却(令 f 一 



cos'/d/ 


4: (1 一 


sin /) cl (sin/) 


2 72( 


sin/ — —sin 


in: 々 )• 
/ 0 


3. 


因此 


ncr 


~-(20 — 37 i ). 


【4045】 求曲面* r 2 +： y 2 = a 2 被 平面了 
(• r 〉 0 ，：y > 0) 截下的那部分面积. 

解在^平面的积分域由直线 i - 
x = «围成.且对于柱面 p + y = a 2 , 有 


0,^ — 2 


0.J- — z 



1 + 




所以，所求曲面面积为 


_ 

./m 


■cbdz 
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• 曲面面积的计算 第八章多重积分和曲线积分 


，a lax 
0 Ja l —士 


2“ 2 . 


[4045. 11 求曲面 ( x 2 + r)i 
那部分面积. 


— Z 


1被平面2 = 0截下的 


解 ^ = 3(x 2 +y>2 • ： r ， 老 ，= 3(r+y)+ • y ， 


所以 


(|)>(^ = / rWT yyr . 


积分区域 n 为圆域 : /+y < i . 
故所求面积为 

S = I V\ + 9(x 2 +y) 2 cLzd^ 




2 tt 


6 J o 


3 r 


1 + 9r* rdr 


l + (3 r ) 2 d (3 r ) 


l+9r l -h^lnOr 2 


1 +9r 


= f [音 v^ + YlnO+ZIO)". 

【4045.2】 求曲面 + f ) 2 +&= 1 被平面 o * = 0 ，：y 


0 截 K 的那部分面积. 


<)z 




从而 


(■) 2 + 德 ) 2 


1 + 


ria- +//) / x I 


a 2 b 2 


a 


) 2 . 


积分域 n 由直线 i + f 


1 及1 = 0,7 = 0围成.因此所 


求面积卜 


o 

ycirdy . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


作变量代换 I = arcos 2 (p,y = hr sin 2 


则积分域 fl 变为 




I I 


因此 


2a/)rcos<p • sinp ， 

■ r i I、 ' rU+b^) 


W : v 1+ ~ 

2cJ) I coi>(p^u\(f d(f \ 


r 2 • 2ubr cos^si n^>d; 




=ah 


a 2 b 2 

2cHa 2 +fr) 




3c 2 (cr-\-b 2 ) 


{[a 2 b 2 +c 2 (u 2 +b 2 )^ 


【 4045.3 】 求曲面誓一 _ = 2z 被曲面 ^ + 差 =1(^0) 


截下的那部分面积 . 


rlz 

dj ： 


JC tlz 

a ^ r y 



M^W) 


1+ ? + 6 2 


积分 K 域 n 为椭圆域 


故所求面积为 




作变量代换 i = arcos<p,y = /-rsin^ 


w : 


1 + r^abrdr 


2nah • 士 (1+r 2 ) 音 


^(72-1) 
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曲面面积的计算 I 第八章多重积分和曲线积分 


【 4045. 4 】求曲面 sin jt = sh «r • sh y 被平面了 = 1 和了 
2(j ； ^0) 截下的那部分面积 • 

解由于丨 siM|<l ， 所以积分域 Q 为 :0<3；< arCS h ^ 


sh.r 


1 ^ j- ^ 2. 将曲面方程改写为 2 = arcsin(skrsl\y) ， 所以 

曹 

ciz ， ckrshy ()z __ shg.ch_y 
( ^ x >/1 — sh^sh 2 ^ J\ — sh 2 jrsh 2 jy 


从而 



(t 


)、 (耷卜 


ch :> xsh-v + sh 」 ch\y 


sh 2 xsh 2 ^y 


cFirchv 


/l — sh 2 ^sh\y 


故所求曲面面积为 


S 


cLrch^y 


7^ vl — sh L xsh"> 


dxdy 



church V 


/I — sh 2 xsh\y 




= f~ chr [ arcsh 士 d(sh.r » shy) 

J l sh.rJ o \/l 一 sh 2 j'sh : > y 

=f 


^^arcsin(shj - sh.y) 




dr 


shr 


shl 


吾 ln(e + e 


【 4046 】求由曲面 I’+y = jz 2 2 ： = 2“ (“ >0 ) 所 


围的立体的表面积和体积 . 

解曲面的交线在 W) ： v 平面上的投影曲线为 

3 了 2 + 3 / = (2a-x-y) 2 , 

即 x 1 +—V — xy + 2a(x + y) = 2a : . 


令 .r = 


u — v 

72 


•*y 




72 


则方程变为 
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(“+ 訇 2 

^ \ y2 = 1 

(273 a ) 2 卞 ㈤ 2 一， 

所以，所界物体在 A 平面上的投影域为以 2 a 为短半轴， 2 v ^ 为 
长半轴的椭圆物体的表面积由截面和截出的锥面两部分组成. 


对于 


2 a—X — y , 


1 + 


(I) 


W) 


73. 


对于 


3了 2 + 3/ ， 


Mi ) 


(g) 


于是，物体的表面积为 


| -/Sdrdy + 11^2 dr 


(\/3 + 2)7 r • 2 a • 2 /3 a 


= 4“? 丌 (3 + 2 */3). 

乂所截椭圆锥的高 力为坐 标原点到平面 ^+7+2 = 2〃 的距离，即 

/,= , — > — = ㉔ 
yi 2 + i - + i 2 yr 

截圆锥的底向面积为 


[ y 3 cLrdv 

%r%J 


>/37r • 2a • 2 JZa = I2na • 


因此，所求物体的体积为 


V= ^rAh 


12 加 2 •卜 ^a 3 . 

73 3 


【4047】求由两条纬线和两条经线所围的那部分球面面积. 

解球面的参数方程为 

x = Rcos(pcos<p , y = Rsixupcosip^z = Rsu\(/j, 

其中为球的半径 < 为经线的经度， 0 为纬线的纬度•因为 

e= (_ 卜 (笔)十⑩ r 


{%) 
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曲面面积的计算 I 第八章多重积分和曲线积分 


G = 


F 


= R 2 s'\n : (pcos 2 (p + R-cos-(pcos-tp = R 2 cos 2 ip, 

[%) + {%) + (%) 

=K cos psirr0 + 尺」 sin 2 psin 4 + i? cos'# = ， 

_ f)x ^ fir I ciy ^ dy 丨 3z ^ 3z 

c)(p f)(p d(p ()ip d(p c)(p 

= R~ s\n(pcosipcos<ps\nip — R l siny>cos0cos^sin0 + 0 

= 0 . 


故 


vEG 一 F 2 = R 1 costp , 


于是所求面积为 


S 


dp R co^pdtp = R (<p 2 — <p\ )(sin 02 — sin^j). 

J 9 } J 

[4048] 求螺旋面了 = rcos < p.y = rsin cp.z = /平 （其中 0 < 
< a ，0 < p < 2 k ) 的面积. 

解因为 


E 


G 


F 


m 


(勃 


(_) 


\ i f \ \ # r / 

= (_) +( 驽 ) 2 + (_) 

= 社 . r]x + Sy m 心 + 乜 

c)r f)<p Hr f)(p fir 


=r + h 2 
3z n 

T v = 0 , 


故 


7 £G — F 2 = V r — h 1 ^ 


因此 所求面枳为 




S = ( A(f\ /r 2 +/z'dr 
= 2tz ~ Jr +h 2 +yln(r-f Vr + h 2 ) :丨 

= 丌 “ Vcr +/? 2 + ?r/r In - — 

h 

【4049】求环面 (/， 十 “ cos ^ Ocoy-y = (/? + acos 0) sin ^ 

asin 0 (O ^ b ) 被两条经线 cp = cp \ *(f = cp > 和两条讳线 0 = 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



故 

因此，所求面积为 


u(h + uco ^ p ) 


• f 2 Vj 

dcp a(b + ucostp) dip 

J 巧 J A 


u((f>2 — cp\) [6(02 ― 0i) + ^ (sin^v — sin^i)]. 


整个环面的表面积为 


(cly I aU ) + uco ^ t / j ) dip = 4 n : ah • 


【4050】求从坐标原点可以看见矩形 x = a > 0 ， 0 < y < /; ， 
0<^< r 的立体角 co •若 u 很大，则对于 w 推导近似公式 • 

解以坐标原点为球心作单位球，则⑴即为该球面含于四面 
体（)/\/«7)内 的而枳，其中 AW 7) 是以为边长的矩形，如4050 
题图所示.取球面坐标系，则由4047题知 




仏，小=如 所围的那部分面积.整个环的表面积等于多少? 
解因为 


zl p ZI 0 


+ 


/~ ' /I + 

+ + 

2 2 I 万 

r?.r i ^r?.r^H| S- 

/—\ -- - 3万 
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曲面面积的计算 I 第八章多重积分和曲线积分 


vFX} — F 2 = cos0 ， 


又 p 和4的变化域为 

0 arcsin 


0^0^ arcsin 


b 


Va 2 +b 2 
ccoscp 
Va 2 +r 2 a 


于是，立体角 


CO 




arrsm 




% ar 

Jo 



CCOS(D 



va 2 +r 2 cos 2 ^ 


cl 




cos^d0 


d(p 


sinp) 


V 1 七 



arcsin 


c 


sin arcsin 


l ) 


- Ja 


vV +/ r ’/- 


arcsin 


Ik 


Va 2 +/r Vcr + r 


当 a 很大时/有 

U ' 


V+6 2 vV+r 2 

lx 


a 




be _ ^ be 


故得 o ; 的近似公式 


lx 

co ^ 
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米多维 奇数学分析习题全解(六) 


§5. 二重积分在力学上的应用 

1. 重心若: r 。 和> 为平面 Ch \ y 上薄板 D 的重心坐标而户 
= p (< x , y ) 为薄板的密度，则 


^jl^drd^^o = Ldrd ： y ， 


① 


其中 M 


JJ^odrdjy 为3 


为薄板的质量. 


若薄板是均质的，则公式①中应假定^0= 1. 

2. 转动惯量厂和/,为平面 arj ， 上薄板 n 对着坐标轴 (lr 
和 Qy 的转动惯 M ， 相应地用下式 表示： 


\py 2 dxdy,I y = l^or^drdy, 
n n 


② 


其中^0 = 〆 ^，/为薄板的密度 • 
下面来研究离心转动惯 




h y 


cLrd.y. 


③ 


公式②和③中假定^ = 1，得出平面图形的儿何转动惯 M . 

【4051】求边长为〃的正方形薄板的质姑.若薄板上每一个 
点的密度与该点离正方形的顶点的距离成正比，旦在正方形中心 
等于 P 0. 

解取如4051题图所示的坐标系.则密度 



4051题图 


5. 二重积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 


p = k Vjc - + y. 

由 一 = ^V(f) 2+ (f) ， 
故 k = 

a 


从而 


p 



1 A 2 ./, 


因此薄板的 质量为 


M = /r 2 +y drdjy = | dr[^ V x 2 + y 2 dy 


o 



= U:[f y ? T 7 + fin (^+/7 T 7) 

= tr( a v ^2+ J 2 + J 2 ln a+ ^^+匕 

= 譬 「 J\ v^T^di. + (+r« In “ + 弋 2 . +，: ) 

! f u 一 

3 Jn ./ T2 


dr 


u 


= ^[+“ 3 ln(l+v2) + _ 「 A 2 +x 2 dr 
— fp 4 dr - 

3 Jo sja 1 - 


= ^[ ya 3 ln ( l + v / 2) 

+ _•(,: y 7 T?+*inCr 十 yTT^I: 
-|ln(x+ 

= ^(^ a 3 + ^ ln ( l + y 2)) 
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吉米多維奇数学分析习题全解(六) 


= ^ f ^[ y 2 + ln ( l + y 2)]. 

求由下列曲线所围的均质薄板的重心坐标 (4052 〜 4058). 
【4052】町= I 2 ，I + )，= 2“ ( a > 0 ). 

解密度 p 为常数，积分域如4052题图所示.质量 



4052题图 


M 


1 叫 4 


dy 


y ， 


对于坐标轴的一次矩为 


H = u 


•a C 2 a-s 

， x dr ：> d^y =一 

J 一 2a ^ 


9 




y^y 


36 


P 1 


所以重心 ( I 。，％) 为 


Jo 


My a 

M =_ Y ’> = M 


5 


【4053】 Jx +Jy = \ fa,x = 0 ,y = 0. 

解质 fi 及对坐标轴的一次矩分别为 

fa r<^-V7) 2 1 

z p\.M d *v = 7〆 ， 


M 




r^WJr 

PK xdT )o dy = 

r</WJ) 2 1 

o^Jo ^ = 30^ 







•二重 积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 


所以重心(心，>)为 

M v 

々 = M = 




【 4054 】 -\-yz = (x > 0,^ > 0). 

解质量和对 Qy 轴的一次矩分别为 


M = n cLr 




dy = p cLr 

1 0 


(令了 = aco^t) 


3pu 2 sin 1 /cos 2 /d/ = 3pa 2 2 (sin 1 / — sin7)d/ 

Jo Jo 




f-i) 


W < «*? -j-t >4 

o 办 




k_ __ 3na : p 
『一 32 , 

( a " — • 〆 ） 音 dr 


a cos 


3^ 3 |' sin 1 /cos 5 /d/ 

Spu { |' sin l /( 1 — sin z /) d(sin/) 


8a ^ 

105 • 


f 是亟心的横坐标 


_ _ 256“ 

Xo ~ M _ 315 丌 . 

由关于直线 y = - T 的对称性知 

256a 


【侧 ( f ^ fr=f 
解作变量代换 


(线圈). 


orb 


rcos (ps\n <p 


ah 2 


(0<^号) 


rcos^^sin 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


则原曲线方程变为 


r = 1 (0 < f < 号）， 

烏 

D(x, y) 2a 6 3 / • 5 7 • • 7 5 、 

~= ―^— rvsin cpcos ip + sin ^pcos ) 


又 D(r,d) 

故利用 3856 题的结果有 


于是 


Ifll 


M 


• [jodrd) 


2“ V / 




P 


P \ 

■ 


rdr 


'f 


in (pcos cp -+• sin 1 (pco^(p)d(p 


士 B(3,1) + ;B(4,3) 


1 / 


#(3,4) 


M v 



(irdy 


^ a J-p [ r dr cos^sin~^(sin Y cos V 


f- sin (pco^ (p)d(p 
2 ^ ^ 




吨 + 


sm (pci'fs (fx\(p) 


b 


^[/j(4-6) + B(5.5)]. 


j.'o 


M、_ a 2 b B(4,6)+B(5,5) 
M = 3? 9 — 


B(3,4) 


Zi(4-6) 


执 5.5) 


B(3.4) 


_ 厂⑷厂 (6) 

— 3!5! 

厂 (10) 

9 !， 

r (5)/ X 5) 

— (4!)? 

厂 (10) 

9! 

厂 (3)n4) 

— 2!3! 

厂 （7) 

6! • 


因此 Xn 
同理可求得 


crb 

3? 


6![3!5! + (4!) 2 
2!3!9! 


crb 

U ? 




• 二重积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 


M r 

y ^=M 


ab 1 

U ?* 


【4056】 Lx 2 + y ) 2 = 2 a 2 xy 
解 曲线的极坐标方程为 


(i>0，：y >0) 


a : ?\n2(p 号 ）’ 


质量及对 Qy 轴的一次矩为 


M = [odrd^y = dpj 


/^2f 2 f-? ⑺ 2 

rdr = sin29xl ^ = 今- 


ff ff fci Ain 2 f ^ 

I pr d.rd^y = p dcp r 2 cos^dr 

n oo 

j ' cos^sin'? 2(fAcp = cos^ cp • sin 寸 (pd(p 


72 , l r (l) ， l r (l) 


( tMt ) 


厂 （3) 


2 


w l 


2 sin 耳 




于是 




丌 u 


由关丁•直线5 = a •的对称性知 


7 W 

T 


即重心为( 


na tzu \ 

8 ， 8 厂 


【4057】 r = a ( 1 + cos ( p ) % <p = 0. 

解 质 M 和对坐标轴的一次矩分别为 


M = 


•3t ful 

= P d( F 

0 J “ 


rdr 


cos(p) : d(p 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




= ^oj* dcp\ Pcospdr = (1 + cosy) 、 cos^>dp 

= 1^:( w f) 3 ( w f - 1 w 

= f (3 f 

= f ( 32 . 


cos s / d / — 16 

7 5 3 

— • - • - 

8 6 4 


cos 6 ， d /) 


_ 16 


5^ 3 


3 


f) 


A = 心 J :—、— = ( f\\l 



sincpdcp 


fli (1 + cos <^) 


f : 


于是改心坐标为 


. r „ 


M v 

M 


ou 


yo 


Mr _ 16 a 
M ^ 


[4058 J x = u(t — sin /) .y = a ( \ — cos /) 

(0<r<27r)^ = 0, 

解质 量及对 （ ir 轴的一次矩为 


其屮 

于是 


M = 

= p \o dr L - 

M , 

= «- vclv 

y \ = 

-ail cos /)， 

* y 。= 

M z 5a 
~ ~M ~ ~6' 


2 r 


p a 2 ( \ — cos /) 2 d / = 37：^ t 


wr (i - 


cos /) ;1 d / = 


由对称性知 O '。= 7 Ui . 
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5. 二 重积分在力学上的朗 | 第八章多重积分和曲线积分 

【4059】求圆薄扳 P+y 的重心坐标，设薄板在 M (. r ， 

« y ) 点上的密度与 M 点到 A ( a ，0) 点的距离成正比. 

解 由题设知密度为 


P = 

T 是质量为 


M 


k v (x — a ) 1 + y 2 


(々为常数) 


•d r Va- 一 / _ 

dr n/ (x — a) 2 -i- y 2 dy 

一 a J — V u ^— j ^ 


Ly >/(x — u) : +y 


-\-(x — u ) • ln ( v + %/ (x — a) J + y )] 0 
/?(J* \/2a(u — .r) sja + xcLr 

+ 「 “ （ n) 2 ln(v/^T7+/^7)dr 


a 

J ， 


(a — j) In(a — s)d.r 


y /2 a(a — x)(a + j -)^ cLr 

_«! 

= >/2a| [2a(j. + «) 皆 一 十 a) 音] dr 

=V2a r y(.r + «)^ -音 (，+W 


令 v/^+j 


则 


(.r — a ) J In ( Va + x + y /2 a)dr 


m / —— 

" a 2/(2 a - r 9 ) 2 ln (/+72 a ) d / 

Jo 


8 a 2 


/2 Z 


ysr 


f ?. 

15 


/ In (/ + v 2 a)dt — Sa \ t In (/ 

o 


V 2 a)dt 


•/2a 


+ 2 t s \ n ( t + y 2 ^)dt 
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8a 2 +aln \/2a^— 8a^j^a 2 +cr’ln -/2a^ 

+ 2(|^+ 音心列 


+ 士 “ 、 \n2a. 


令 


a— x 


则有 


a 

(a — :r) : ln(a —oOdr 

—a 

1 f2u 1 2a 1 f2fl 1 

=~iz / \ntdt = -^-/Mn/ — — r 3 — 

L J 0 0 0 o J 0 t 


c^\x\2u 


因此 


M= _昏 3+ |^ + 4—— ( 音孤 


，• 


同理， n 了求得 


M v 


% o * 

dr 

J 一 “ 

么 = — 
M 一 


- s /7~7 


kx Vix — a) 2 +jy 2 d.v = -㈣ 


由对称性可知 


【4060】确定变面积的重 心曲线 ，其中变面积由曲线 y 
V 2 ps , v = 0 ,x — X 围成. 

解变动面积的 质量为 


J 1 ' J i 1 •) 


而一次矩 


0 Jo o 
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• 二重积分在力学上的应用第八章 多重积分和曲线积分 


M r 


X r/2AT 

o dr J 0 如尸户 



于是，变动面积的重心坐 标为: 


M " 


入 ’， > 


M 


3 s/pX 
472 


因此，重心的轨迹方程为 



yo = ^ p ^ Xo = ~s 

求出由以下曲线围成的面积 ( p = 1) 对于坐标轴和 O.V 的 

转动惯量夂和/,(4061〜 4065). 

_ f^f = l % + f = Uy = 0 

(hi > 0,/; 2 > 0,/2 > 0 ). 

解设~~，则如4061题图所示 



4061题图 




)办 




= W 


A 2 (卜 

心】 （卜 


x 2 clr = |(^-6?)[( 




h{b\~b\) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


若>卜，则 




hUA-b\) 

12 


【 4062 】 (x-a) 2 + (y-a) 2 = a 2 ,jr = 0,y = 0 

( O ^ x ^ a ) 


解 /, 


r a rU- y/Txu—J 

= ] 少 | /办 

= 士 J< [ a ] — 3a 2 y lax — x 2 + 3a ( 2ax — x l ) 
一 （ 2oj ■- 1 2 ) 寺 ] dr 

= j [ a w ( 


x — a 


V2ar -jt + 


arcsin 




3 a 


2 一 2 


] —士 J (2oj- — x 1 dr 


“屮 一 f) 一 +J: (2ar — r ’) 4 心， 


令 


则 


所以 


x — a = asint^ 


(lax — x ! cLr = j i “ 1 cos’/d/ 
4 3 1 7T _ 37T 4 

a • 1" n 一 瓦“ ， 

1 、一丄 d 


•jj 


Jcos’/d/ 


卜“ ! (卜7)一4 


3 '、16 


16 


(16 — 5 ； r) 


根据图形的对称性有 


Iy = I r 


16 


(16 — 5 丌 ） • 


【 4063】 r = a( 1 + cos (p). 

解曲线所界的平面域为 

— 7r<f<7r ， 0<r<“（l + cos<p ), 

\ x = j [ ydj - d ^ = J r 却 j ‘ : ' ^ sin 2 ^. rdr 

n n 
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• 二重 积分在力学上的应用第八章多重积分和曲线积分 


= j ! ( 1 + cos^) 1 sin 

=yj (1 + cos ^) 4 sin 2 ^ d ^ 

= 2^j ； cos'ofsin 2 fd(f) 

= 2^a' cos 1 7( 1 — cos 2 t)dt 
Jo 

= 2 V * fo - i -|* M * f ( 1 - r 2) 


32 nu，9 


(T , , , 

! M rd 叫—，叫。 r 

n 

(1 + cos ^) 丨 cos '(pdcp 
yJ (1 + cos ^) 4 dp — |^7 ra 

Jo oZ 


r 3 cos" (fA(f 


_ 70 tw 4 21 4 

= I 一亞加 


49 4 

32^- 


【4064 】 ^+y =“ 2( : 2+ y ). 

解 （ III 线的图形关于两坐标轴和直线7 = ^对称，曲线的极 
坐标方程为 

〆= ■ - T ^ 了 - (0<^<2tt). 
cos y 十 sin f 

由对称性有 


所以 


\ [(x 2 +y)Ard^ = 4 • 广 d f 

ZJJ ‘ ‘ ZJo Jo 


n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 



_ a ； _ 

( cos ^ + sin 1 ^) 


#叫0 


__ 

( cos '^ + sirVp )) 




• . 

« * 


( 1 — 2sin : ^cos : ^)d^ 


r-E 

4 

• 0 



令 / = 4 (f, 

并利用 2063 题的结果有 

于 _ a [ d(p _ _ Ac^_ _ dt _ 

(■4 + i cos M 2 9 ( ’( 1+ X 



因此 Ir = /v = 

4 72 

[ 4065 ] xy = a 2 ,xy = 2a 2 = 2y,2x = 

解作变 tt 代换 


(x>0,.y >0). 


u 


xy ,v 


2 L 

x 


则 x = ^' y= 1 ^ = h 

积分域 Q 变为 


118 


a 2 ^ u ^ 2a \ — ^ v ^ 2, 




第八章多重积分和曲线积分 


因此 


「|>砂 


dv ， uv • —du 


9^ 


] x2 ^ dy = \\ d ^ v 9 b d 


9 a ^_ 

j . 


【4066】求出由曲线 ( i 2 +/ ) 2 = W - v 2 ) 围成的面积 S 


的极 力矩： / 




+ v -) drd . y . 


解曲线的极坐标方程为 

r = a ~ cos 2^ (双纽 线). 

利用对称性可得 


J(x 2 + y 2 )didy = ^dcp^ ^r - rdr 

s 

1 u ] cos 1 2(fd<p = 


【4066. 1】求出由曲线 w 
质图形的离心转动惯 ffl 
解解方程组 
fa：y = r °， 


y 2 ( a >0 ) 闱成 的均 


得两曲线的交点为(0,0)，（〃，〃），因此 


Cu r JaF 

jydj d.y = | clr | xy 


= J：(f 




【4067】证明公 式：/ / = / A +&/ 2 , 其中 h ， h ， 为图形 S 对这 
两个平行轴 / 和/。的转动惯量，其中&经过图形的重心而 c / 为两 
条轴之间的距离. 

证取4轴为 Ch * 轴，面积的重心为坐标原点，则 




— d ) 二 dr d )， 
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\y ~ drd.y — 2d i^cLrd.y + d : 11 drd^. 


因为面积的重心为坐标原点，故 


.yo 



drdy = 0, 


即 


又 


ydrdj/ = 0. 


，drdjy = // 





dy = S, 


因此 h = h 0 + d 2 S . 

【4068】证明 ： 平面域 S 对于通过重心 0(0.0) 并与轴成 

a 角的直线的转动惯量等于： 

/ = / r cos : a — 2/^ sin acos a f / v sirr a ， 

其中 / T 和为域 S 对于 ar 轴和 Qy 轴的转动惯 M，L, 为离心惯 


1 




Jl/xr.ydrd^. 


证取直角坐标系使 （>/ 轴与 Or 轴的夹角为 a, 则冇 


u = xcosa -f- yswa 

这是旋转变换，且 


十 ^cosa. 


1 / 1 = 1 . 


于是 


v ^udiV = jj(—jrsina + ycosa) drdjy 

s 

Ty'drd.y — 2sina • 

Jx 2 cLr dy 


cojra 


\ydrdy 


仇, 


=I x cos 2 a — 2 / ^sinacosa + / v sin 2 a. 

【4069】求边长为 〃 的正三角形对于通过三角形重心并与 
其高成 a 角的直线的转动惯量. 

解利用上题的结果，取重心为坐标原点，不妨取 Or 轴平行 
于三角形的一条边，则过重心与高成 a 角的直线，即为过坐标原点 
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• 二重积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 


与 Or 轴成4 一 《角的直线，于是，要求的转动惯量为 


I a = / r sin a - 2/^sinacosa + I y cos 2 a. 
由于三角形三边所在的直线方程为 


2万’ 





73 


所以根据对称性知 




)，•’ d：y 




2 73 


2 1!(-瓜 3 = 点 

Jpr^drdjy — 0, 

2pdj-[ ^ r， Vdj- = 2pa: 2 (-^+^)dr 

Jo J ~VT J ° V 2 1 

C 1 K 

32 W 


于是 


丁疋 i a = - —sin a 1 - pcos* a —- —. 

32 73 32>/3 32/3 

【 4070 】 若水位为 z =/*， 计算水对圆柱形容器 p+y = 〆 • 
之= 0的侧壁(1>0)的压力 • 

解设厂，匕分别表示压力在(知与 Oy 轴上的投影.由对称 
性，显然有 F y = 0. 下面求 PV 由于 


dS 


ad6dz (一号 


而在面积微元 dS 上的压力在 (). r 轴上的投影为 
dF r = zcos>0dS 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




因此 




cos^dS 


\az 


cosddddz 


a (、 cos ^ d 沒 ) •（J zdz )= aA _. 


【4071】把半径为 a 的球沉入密度为 3 的液体中，深度为 
M 从球心计算），这里 A 求液体对球表面的上部和下部的 

压力. 

解设球面方程为 p+y+y =“ 2 ,则球面上的点&，>=) 
处沉入液体的深度 d 为 

d = k — z (― a ^ ^ a). 

于是，上半球面 S, 的点和下半球面$上的点的深度分別为 


h — V u ~ — ( x 2 + y 2 ) , 


及 d = /i + y / a 2 — ( x 2 +y). 

设上半球与下半球的压力分别为尸 ， 及尸 2 ,由对称性知压力 
在 O 轴上和 Qy 轴上的投影均为0,设 y 为球上各点处压力的方 
向（即内法线方向）与 Or 轴正向的夹角，则有 


Pl - 



cosydvS 


=- 


[ 占 [/ 〗 — y/u 2 — (J . 2 + y ) ]cLrd) 

卜 >. 2 <« 2 


- 7rcr 汐 + d^J Vi — r 2 rdi 


tzci 


—警) （P! <0 表示压力向下) 


同理，有 P 2 = 尸2: = ddcosydS 


^ L/i + y / a 1 — ( x 2 + y ) 


= 7 ra 


d(h + 


2 a 


(P> > 0 表示压力向上 )• 
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5. 二重积分在力学上的应用第八章多重积分和曲线积分 


【4072】底半径等于“而高度为6的直圆柱体完全沉入密度 
为5的液体中•其中心位于水面以下的深度为/2,而圆柱体的轴与 
垂线成 a 角. 确定液体对圆柱体上下底的压力. 

解取圆柱的屮心为坐标原点，取 fio -平 面为水平面， Or 轴 
垂直向上，并且取圆柱的轴(朝上的方向）在 Ch：y 平面上一投影所 
在的方向为 O 轴，取 Qy 轴使 Oi 轴•(》轴和^轴构成右手系. 
因此，液面方程为 r = /K 

设圆柱上底面为 S, •下底面为 S 2 ,则 S: 所在平面的方程为 


xsina + zcot>a 


b 


① 


S， 所在平面的方程为 


xs\na + ^cosa =— 



② 


在点 (xaa) 处㈠< /〗），液体的深度为 A —之. 

用分别表示液体在圆柱上底面 S, 上的压力在 
Or 轴、 Qy 轴和轴上的投影. 

用 h 、 F v 2 分別表示液体在圆柱下底面 S 2 上的压力在 
Or 轴、轴和(知轴上的投影. 

由对称性可知 


F V | = F y2 = 0, 


(T 


F r \ = — ||(5(A — z)s\nadS =—^sina|| (A — r)dS, 
s s . 

F z] =—Jf<5(/i — 2 ：)cosadS =—5cosa| (h — z)dS. 

S | 

由①式可得，在 & 上有 


( 


b 


•rsina). 


cosa\ 2 

由于 S 1 的面积为 im 2 , 有 


(h — z)dS 


H 「卜丄 ( 

JJ L cosa V 


6 

2 


jsina j dS 


③ 

④ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


(卜音.忐)1[妍紗必 


(卜音 


cosa 


na 


^ Lds . 

cosaJ 


由于|^5是\的重心的1坐标•也即 | sma , 所以有 

7W 丄 ’ L 

s \ 

[adS = -^ 丌 “ 2 / 人 sina. 


代入即得 >^ )ds= 


cosa 


cosa 


) 7 UT’. 


将上式代入③式和④式，得 


KU 


F „ 


音 

吟-音 


)si 


cosa sina 


cosa cos © ， 


同理有 FjZ — 8Ui — z)s\nadS = 5sina (h — z)dS ， 


4 


F ： 2 = 1^5(A — 2 )cosadS = dcosa [(/i — z)dS. 
再由②式，并利用与计算 Fh ， F ;1 类似的方法可计算得 

J (/i -^ dS = JJ [/. + ^(|+ xsina)]dS 


=卜 + 音 cosa )7 t “ 2 . 

于是有 Fr 2 = T ： a~ si^h 4--|-co.sa)sina* 

F ：2 = na 1 d {j' + 音 cosa) cosa. 

【 4073 】确定均质圆柱体 x 2 4- y < a 1 ,0 < ^ < /i 对质点 
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• 二重积分在力学上的应用 


P ( Q ，0， b ) 的引力，其中圆柱体的质量等于 M ， 而质点的质量等 

于爪 

解由题设及对称性可知，引力在 Or 轴和 Qy 轴上的投影等 
于零，只需计算引力在 O 轴上的投影在圆柱体上取一细圆 

环，其体积为 

dV = 2 izrdrdzj 

其相应的质量为 


m 


Tza h 


2 Mr 

a 2 h 


drdz . 


dM 对质点 P 的引力为 


dF z =-K 


m 


[ r 2 + (6 — z ) 2 ] 
2 KrmM(b 一 z ) 


a 2 h 7 [^ + ( 6 - 2) 2 ] 3 


(b — z ) 

V 2 + (b — z ) 

drdz . 


于是，所求的引力为 


a^h Jo Jo 


r(b — z ) t 

+ (b-zyy { 


b — z 
+ {b — z ) 


ZKmM S gn (6 — z)dz — f —= 
a 2 /i L Jo Jo Ja 


b |-| b — h |+ A 2 +(6- z ) 


dz 


其中 K 为引力 常数. 


【4074】物体在椭圆平台 


+ 上的压力分布由下式 


给出： 


A)d 




确定物体在这个平台上的平均压力. 

解物体在椭圆平台上的平均压力 
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J[ M 1 — 多 ) 心办 


7^ 

=[* P 0 (l — r 2 )abrdr 

TU20J 0 0 

=# jr # Ppah = Po 
izah 2 4 2 

【4075】草地具有边长为 a 和 6 的矩形形状，草地上均匀覆 
盖着密度等于/> 千克力 / m 2 的干草.若运送 P 千克草到距离为 r 
的地方所需的功等于 HV (0 < A < 1) ，那么要所有的干草收集到 
草地中心，最少需要花费多少功？ 

解取矩形中心为坐标原点， Gr 轴平行于 a 边， Qy 轴平行于 
6边，由于将面积 drdy 上的草移到中心所需作的功力 

dW = Kp y/x 2 + y 2 drdy. 

由对称性可知，所要求的功为 


W 


4K/)J 2 J X 1 + j 2 clr 

4Kp [J * 一 O 崎 + 厂， , d^J^^dr' 

^ | d ]， 

6 L JO COSTCO r Jarclanf Silt 3 矽 r 」 


cos^cp 


d(p 


[ 歲 + 如卜 (f+f)l]l: 

b Va 2 +b 2 + 1 6+ v/g 2 + ^ 

2 a 2 2 a J an 


arcuinf 


--歲 + >1 


tan 


^ 3 Z + i ln ^_± yZ±Z 
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• 三重积分 第八章多重积分和曲线积分 


于是可得 


W =^(^2 ab v 4 2 +6 2 + fl 3 ln 6+v/ , + 6 : 


+ 6 3 ln 


a-\- V a 2 +b 2 


注: 计算中利用了 2000 题和1999题的结果. 

§6. 三重积分 

1. 三重积分的直接计算法若函数/ (: r ,： y ， z ) 是连续的，且 
域 V 有界，且可用以下不等式 确定： 

工 1 <1<工2"1(工） <： y <： y 2( 工〉， 

Z\ (x,y) ^ z ^ z 2 (x,y ) » 

其中％ ( 1 )，％( 1 )，々( 1 ， 30 ，々(^)为连续函数，则函数/ Cr ， 
3 NZ ) 在域 V 上的三重积分可按照下式 计算： 


[ f(xjy^z)dzdydz 

V 

「了 2 rw •少 

= dr dj f(x 9 y^z)dz. 

0*1 (x) J Z| (s%y) 

有时采用下式也很 方便： 


f (Xfy,z)drdydz = ' dr JJ f(x,y^z)dydz, 



其中 S ( x ) 为用平面 == 常数截域 V 的断面. 

2. 三重积分中的变置替换若 Qr：yz 空间的有界三维闭域 
V 利用下列连续可微分函数双方单值地反应到空间的 
域 V 、 

-r = x(u,v^w) ,y = y(ujv^zv) 9 z — z(u 9 v 9 zv). 

而且当 U ， T ；， t ^) 6 铲时，函数行列式 / = ■:)) ’ 几 
乎处处(指测度）保持不变符号，则下式是正 确的： 


| /( J *， jNJzOdrdyck : 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


= f (x(u,v 9 zu) ^y(u,v,zc) 9 z(u 9 v,w)) \ I \ dudvdw 

I 

作^特殊情况，有： 、 

① 圆柱坐标系 p ， r ， A ， 这里： 

x = rcos (p y y = rsin <p，z = h 

P(x 9 y,z) _ 

TXr ， cp ， h、— • 

② 球坐标系 p ，0， r ， 这里： 

x = rcos <pcos i/jj y = rsin cpcos ip ， z = rsin ip 

D^f) = ^ 005 ^ 

计算以下三重积分 (4076 〜 4080). 


【4076】 



y 2 z 3 (Lrdydz 其中域 V 由曲面 z = .rjy，jy = x 9 x 


1 ，z 


W -— ^ ^ 

xy 2 z 3 dxdydz = :rdr z ^dz 

V 


H :0 = i x + JV 2dr = . 


【4077】 

= 0 ，：y : 



J1J (l+x + y + zy^^ ' 

= 0,2 = 0 围成 . 

drdydz ： 

(l+x + y + z) z 

wn— 2 a + 上 n] 


，其中域 V 由曲面 X+3/ + Z 


(1 +j + ^ + z ) 2 






2(1+^ + ^ 


dy 


2(1+7T^)]|o 


dr 
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r 音 * r + i ^ r 2+ i ln ( 1+ ' r )] l : 


—In2 —— 

2 mZ 16. 


【4078】 |j^：yzd r d：yd 2 , 其中域 V 由曲面？十: y 2 +z 2 = 1， 

V 

0,.y = 0,z = 0 围成. 

解 xyzdxdydz 

ri r x/i-x 2 r V\-x z -/ 

= L xdr l 。 ，叫。 zdz 

=~y 2 )dy 

= j \ l x (1 - x 2 y ' dx = A 8- 

【4079】 |f (赛 + 裘 + *) drd：yck， 其中域 V 由曲面餐 + 多 


+ ~ = 1 围成 . 

解作变量代换 

x = ar cos(pcos(p ， y 
则 l = abcr 2 cQSip ， 
积分域 V 变为： 


hr sirupcosip ^ z = hr s\n(p. 


JI ( g + ? + *) drd>>dz 

V 

=[ 2 1 cos^J d^J abcr A dr 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



在下列三重积分中用不同的方法配置积分的限 (4081 〜 4083). 
【4081】 drj ^ d.y f{xjy,z)dz. 

解积分域 V 如4081题图1所示 
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4081题图1 




_ 6. 三重积分 | 第八章 f 多重积分和曲线积分 

如果先对 J 积分，再对积分，则对于固定的: T ， 平面 X = 
常数截立体所得的截面在平面上的投影域由直线 

z = 0,2 = x + y,y = O^y = 1 一 工， 

围成，如4081题图2所示 


2 1 

Y 

i 

z=x+v 


■ 


O 

k V 


4081题图2 

所以 J ^ drJ ^ dyj 。 f ( x 9 y 9 z)dz 

= l^drjj^ckl^ f(,x,y 9 z)dy + ^ drj—/Cr, ： y,z)d 外 
Z = 常数，截立体所得到的截面在 ■ xQy 平面上的投影是直线 

x + y = + = z,x = 0, 

及 y = 0, 

围成，如4081题图3所示 




4081题图3 
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所以 丁户 J。d：yj。 /(:，>之)心 

=J ck<| dy^ /Craddr+J d ^。 f(x,y,z)dx\. 
ri r y i-x 2 r* 

【4082】 J^drJ ^d^j y --f(x,y,z)dz. 

解积分域 v 如 4082 题图 1 所示 



4082 题图 1 

对于固定的: r (—1< x <1) 有 

I X I < 2 ： < 1， — V 2^ —X 2 < ;y < Vz z —X 2 . 

如4082题图2所示 



所以 


4082题图2 



f(x,y,z)dz 
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4083 题图 

对于固定的 T 

当有 0<： y < l . 

当 + l 时，有 


」 z — x l 1 ， 

9 2 

所以 丨 : 心 ㈤ ： f(x,y,z)dz 

= [dr「[ d:J /(j, v.xr)dv+J 9 ckj _ T fix^y.z)dy 

同样有 j drj ^ d )，」。 f \ x , ynz)Az 





r:K 


y /^7 


/( 了， J ， 2 )dr. 


用单积分代替三重积分 (4084 〜 4085). 

【 4084 】 £«/( 

解 £«/ ( 純«< /( 州 

= J:,J: /( ⑽-⑽ = J: dfJ: ( $ - ?) 啦 
= | j >? Ko -- p 2 d ?. 

[4085] I cLr| d.y| f(z)dz. 

解交换积分顺序先对 : V 积分，再对 *r 积分，最后对 z 积分 . 
将原积分分为两部分 

[drj /( 2 ) 心 ，+ [ cLr[ f(z)dy 

= I de| /(z)dr +| dz| (1 — z-\-x)f(z)dd 

=I /(z)(l — 2 )ck+J f(z)( \ — z)zdz + -^\^f(z)srdz 




一 z + x) dr 


J\z){z — 2) 2 d^f 


因此 [drrd^yj f(z)dz 

=J (1 — D/(Z)dz + 士 J^/(2)(2 —2) 2 d2. 

【 4086 】若 f(x^y^z) = Jyz (x^y^z) 和 “ ， 6 ， r ， A ， B，C 为 
常数，求 j dr | djf f(xjy 9 z)dz. 
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. 三重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


解 drf dy\ f(x,y,z)dz 

a J b J c 

= dr — (x f< y,c) ]d^ 

a b 

=[ A [F ， x (x,B,C)-F ， x (j:,6,c)-F ， x (x,B,C) 

J a 

= F(A ， B ， C) — F(a,B,C) 一 F(A ， 6 ， C) +F(a ， 6 ， C) 

— F(AfB*c) + F(ayB 9 c) + F(A ， b ， c) — F(a,6»c). 
变换到球坐标，计 算积分 (4087 〜 4088). 

【 4087】 f /r 2 + / + z 2 dxdydz ，其中域 V 由曲面 : r 2 + ： y 2 
+ z 2 = z 围成 . 

解 令 :r = rcos<pcosip^y = rsirupcost/j^z = rsin0. 

则曲面 x 2 +y+z 2 =z ， 

化为 r = sin0. 


从而 


因此 



=j (r.cp.ip) 0^.(p^. 2 tc,0 sin^j 

\ \ = r 2 cosip 

Vx 2 y + z 2 dsdydz 

f d(p\ dip r • r 2 cos0dr 

iir d 4o sin， ^°^ = io- 


【4088】 


dr 


v / I ^7 vV /' v 2 

) 叫7777 


2 dz. 


解积分域是由球面/+/+^ = 2,及曲面 /? T 7 
及平面 x = 0,^ = 0围成，变换为球坐标则 V 为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


因此 


vCT 


f 1 , [ Vl ~ x A [ V2 -^-y ,, 

J 。 叫。叫 "77 ^ 

= dtp ' dip \ r 2 • sin 2 # • r 2 cos 0 di 

=f • I + sin 0cos^0 = ( 


<pcosipdiP= ^( 272 - 1 ) 


【4089】在下列积分中变换到球坐 标: 


f 

V 


( Vx z + y 2 + z 2 ) dxdydz , 


其中域 V 由曲面 z = or +/，.r = = l，y 

解如 4089 题图所示 


0闱成. 
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事实上，在^ y + y 及 I = 1的交线上有 

• = 1 — sirup 

COS^COS0 cos 2 0' 


arctan 


coscp 


因此 



/( Vx 2 +y 2 +z 2 )(h:dydz 


4 f Arr!an ™ 

dcp cos^d 
Jo Jo 



fir) dr. 


【4090】进行相应的变量代换，计算三重 积分: 


其中 v 为椭球 




则有 


^ 为椭球 h +75^ +T 

tr fr r 

解作变 M 代换 

j = ur cos(pcosip ^ y 
! / I = a/)cr 2 cosi/j. 


did vdcf 


1 内部 • 


/}rsin(pcosip^z = cr si n0. 




由对称性可得 


1 一 


a 2 b 2 


drdvdc 



dp| a/)cr 2 co^ip V l ^ r 2 dr 


v^l — rdr 


(令 


sin/) 


4 tzu/)c 


•i 

sin* 

• 0 


/cos 2 /d/ 


=[ " (1 — cos4 / )d/ = ^ 
Z Jo 4 

【4091】转换为柱坐标，计算 积分: 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




(x 2 + y 2 ) cb , 


V 


其中域 V 由曲面 /+/ = 2zd = 2 围成 . 

解 令： r = rcos<p,y = rsiiKp^z = z. 

则 x 2 +y =2z ， 

化为 r 2 = 2z, 


积分域为 V 


(r ， (p ， z 、 0 ^ 2 兀 ，0 ^ r ^ 2»— ^ ^ 2 


\I\ 


因此 I (J* 2 +y )drdydz = d^dr[ r : 


r • rdz 


167： 


【 4092 】计算积分 l^drd^ydz ， 其中域 V 由曲面 


，z 


=by 2 ,y^> 0(0 <.a<.b) ,z = or ,z = (ir(0<.a<.^) = hCh^ 

0) 围成 . 

解作变换 


w [w 

? y 叫？ Z = XV . 


从而积分域变为 V: 

a < u <h ， a《v < [i，Q ^.xv^.h 

且 


I = y/w 

2 J 


▲ 

2 V uw 


2 V 2 ui 


丫 • 

j 2 drd^dz 


V 


dvj -^dw 

J a V J a 
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【4093】 求积分 I [ jjyz : dr d . ycb ， 其中域 V 位于卦限 x > 0, 

V 

: y > 0，Z > 0 且由曲面 2 = X - 2 ， g = ^—Lyl^jry = a 2 yX y = 

m n 

l ) 2 ,y = ctr ,y = [ir(0 <C a <Cb;0 < a < /?;0 〈 rn < n) 围成. 

解 作变量代换 

u = ^+7'" = ^ ,u，= f - 

则积分域为 V : 


fl 


— ^ w < — .a 1 ^v^b 2 .Q ^.ZL'^ (3, 





所以 


. rjy ^ cLzdyd ^ 


= if :«( 


十一 


h) dzt， 


= ^(》 _ *) u )[ V — fl 2 )( 1+ ^) +41 n f ]. 

【 4094 】求函数 fU,y,z)=x 2 +y 在域 I 2 +y+z 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） _ 

^x + y + z 内的平均值 • 

解 域 f + y+^gjr + y + z ， 

即为球体 (I 一+ ) 2 +卜一 j ) 2 + (z — + ) 2 <|， 

其体积 v = ( f 厂 =1. 


作变换 


X 


则平均值 P 


rcos<pcosip + 士 ， J = rsin^cos# + 士 

— + 士， 


(:r + ^>r + z 2 ) dr dyd ^ 



^ dip 2 

rcos<pcosip + rsincpcosip) dr 
= rcos ^( j + r)dr 


= 說 


3^3 

~20 [ 


osiJjdifj 


1 373 

V 


3 乃 TT 



丌 


t ) 


【4095】求函数 /( u ， d t ，在域 < + # + 4 < 


1 内的平均值. 
解域 V 


a 2 I b 2 

为椭球.其体积 


V = ^ubc 




作变量代换 
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_ 6 •三重积分 | 第八章多重积分和曲线积分 


2 = ur coscpcosip ^ y = /rsin^xros^.z 
则 丨 / 丨 = abcr 2 cosip, 

所以，平均值为 

P = ^； eV '? cLrd^d^ 


crsin 0. 


点 WV 彳 :以 ， c — r 

垚 (JT—) 0 构 ) (j/ erdr ) 


4 丌 


2 丌 • 2(e — 2) = 3(e — 2). 


[40961 用中值定理，估 W 积分: 





_ cl/d ydg_ 

(x — u)~ + ( v — b) - + (s — c) 


其屮 


a 2 -\-b 2 +c 2 >R 2 . 

由积分中值定理，有 



cLrdvd 




%/ (j — a ) 2 + ( v — b) :> + (c — c ) 2 


一 


4nR : 
• ■ __ 


• 十 （ Vo 一 b) } 


一 （• '， 


其屮 

记 


s 2 } + yl+zl R : . 

V= {U.y.z) I j 2 +r+r 


d ( x * y * z ) 


(a' — a) ? + ( \， 一 h) ? + (e — c ) 2 . 


则 d ( x - y , z ) 表 / j '< 点到点 (“•/，，(•） 的距离.因此 


maxd(. 2 ', v.-r) 


a 2 +b 2 +C 1 +R, 


mind(x^y^z) = Vcr +6* +r 2 — 


② 


再 i 己 f ( x . y . z ) 


d( v.^) 


(,j.—a) 2 + ^y — b) 1 + (z — c)~ 


141 



则当 6 V 时， 


2 十 6 2 + r 2 + 5 < / ( ‘ 7 •) ’ C ) $ v4 2 + 6 2 +"7 — R 


所以 


VTWT7+R 


< f ( xo ^ yo ^ zo ) 


< 


va 2 + b 2 + C 2 —R 

下面我们证明上述不等式中等号不成立.事实上，若 


② 


/(x 0 ，之 0) 


a 2 +6 2 +r + 尺 


③ 


4* F ( x , y , z ) = f ( x , y , z ) — 
则由①式及③有 


V +6 2 + c 2 4-/^ 


F 

I 


( j -,^^) drdvd ： 


由②有 

F ( x ^ y ^ z ) ^ 0 ( ( x 9 y ^ z ) 6 V r ). 

且 FCx . y . z ) 为连续函数,因此在 V 上 F ( x , y , z )= 0 这不可能， 
因此 


/(• r 0 ， jyo ,2« j ) > 


同样 /( Jo ^ Vo ^ o ) < 


V +6 2 + r 2 +R 


a 2 + b 2 + c 2 -R 


Ja L + b 1 4 - c 2 —R 



—a) : + ()，‘，一 b ) : 4- (ir.j — c) 

iT^r -f R . 


(x 0 —a) 1 + (: y 0 — 6): + (z 0 —c) 2 
= y / a 2 + b 2 c 2 — ， 


其中 丨糾<1， 
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故 


. 三重积分 


(-l<d< 1). 



【4097】 证明: 若函数 f ( x , y , z ) 在域 V 内是连续的，且 
对于任何域 wCZV 

f ( x 9 y ^ z)dzdydz = 0, 

• A * 

则当 (《 r ，： y , l :) e V 时， /( u ,^ = 0. 

证采用反证法，若存在 (* r 。 ，^。 , 2 。）6 V ■，使得 f ( x Q ^ yo 9 z 0 ) 
丰 0, 不妨设 /(工。， 3 ^ 0 ，之 0 ) > 0, 则由 f ( j ：， y ， z ) 的连续性，存在 z 0 
的一个闭邻域 co CIV ， 使得当 Cr ，： y ， Z ) 6 o ; 时， 

/(:々，之)〉 位。，严。) >0， 

故 \^ f ( x 9 y , z ) dV >^^°- jZ{)) 0 0， 

其中示 w 的体积. 

这与题设相矛盾.因此，当 Cr ，： ya ) 6 V 时， 
f ( x , y , z ) = 0. 

【4098】求广⑴，设： 

(1) F ( t ) = fix 2 + y 2 + z 2 ) drdydz ^ 

^ ^ 2 ^ 篆 2 

其中 / 为可微分 

(2) F ( t ) f ( xyz ) drdydz . 



解 （1) 作球坐标变换得 

Fit) = Acp costpdip f(r)rdr = 4^: /(r 2 )r 2 dr, 

Jo J f 0 Jo 

所以 F\t) = 4nt 2 f(t 2 ). 

(2) 作变换 

jc = tu = tv = tw. 

则积分域变为 

0 ^ w ^ 1,0 ^ t; ^ 1, 
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所以 


1J = t\ 

F(t) = jj / (x 9 y 9 z)dzdydz 




fit icinv)^ dwdi ； dtt ， ， 



F\t) 


t 2 f(t 3 umv) dudvdw 

13 


+ 3 f (/' umv)t uvzvdudvdw 


S 3! 

rrr -* 

F(t) + f\x^y^z) xyz cbd.y dz ： 

_ • ■ 



【4099】 求： 

jr m y n z n diAydiZ 

x 2 +v 

其屮 m ，^ 和 /> 为非负整数. 

解分两种情况讨论 

(1) 若 m ， n ， p 中至少有一个是奇数，例如，设 p 为奇数.于是 

I — I x m y n z p dj：dydz 






x ,,! y n z p dxdydz + 





2 .2 t 2 



在 h 中作变屋:代换 


U . V J . C 


则 I /丨= 

且 P 为奇数，所以 


rX . v . y . z ) 

D ( u ^ v ^ w ) 
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• 三重积分 


I 二 ■ _二一 丨, 

I 第八章多重积分和曲线积分 


h 




u irt v n w p dudvdw =— I] 



<1 


因此 1 = 0 . 

(2) /〃，《,/>均为偶数，这时被积函数关于三个坐标平 
面均对称，所以 


x m y n z p drdydz 





x m y n z p (hdydz. 




? 0 ；>^ 0.^0 


作变 M 代换 

.r = rco^(pcoSip^y = rsin^cos0,2 = rsintp 


并利用 3856 题的结果有 

. _rf 


cos sin cp 
8 


•# 

1 • 


cos"’、 1 ^sin^d^ 




m + ” + /> … 3 

m + 7 ； + 2 p + 1 


户(丁，丁) 




2 


) 


(¥) 厂(屮) 


2 


/；2 + w + p + 3 


厂( 


m ^ ?i 


；/2 + ；? + 2 \ „/ p + 1 


2 


)厂( 


2 


) 


r 


( 


m + w + p + 3 


厂 (呼 i ) 厂 (宁 x ) 


9 


/" + w + 夕 + 3 


厂(以 


n + p + 3 


9 


(//I 一 1)!! (77 — 1)!! (p-l)ll 



4；r (m-1)!! (” 一 1)!!( 々一 1)!! 

W + W + P + 3 ( 7 « + 77 + />+l)!! • 

【 4100 】 假定 : JT + y + 2 ： = ^y-\-z = ^T)，z = 计算狄利 
克雷积分 

x p y q z r ( \ ^ x — y — z) s dxdydz 
v 

(p 〉0， g 〉0， r>0 ， s 〉0)， 
其中域 V 由平面了 + ： y+ 2 : = l，:r = 0 , 3 ； = 0,^ = 0 围成 . 

解 作坐标变换 

x + y-\- z = u^y-\-z = uv^z = umv. 

贝 lj x = u(l — v) = uv(l — it，），z = umv. 

故 I / 1= u 2 vy 
积分域变为 

0 ^ w ^ 1»0 ^ ^ l ， 0<tt，< 1. 

于是 


x t> y q z r { \ 一 x 一 y 一 z)'drd^ydz 




-u) s du 


x; v}rt 1 (1 一 v) p dv 


u ,r (1 — w) q dw 


0 


B(p + g + r + 3,5+l) • B(g + r + 2 ， p+l) • I3(r+l ， g+l) 


n 々 +(y+r+3) •r(x+i) ， n(7+r+2) -r (/ >+ 1 ) •Ar+i) •r(a+i) 
H/>+9+r+5 + 4) -n/> + (/+r+3) -ng+r+2) 

厂 (/ > + i)r((7+i) 厂 (r+i) 厂 (s + i) 
r(/> + 9 + r + 5 + 4) - 


§7. 利用三重积分计算体积 


域 V 的体积用下式 表示： 

V = JJJ* drdjydz ， 

求由下列曲面围成的立体体积 (4101 〜 4106). 

【 4101】 z - x 2 +/ ,2 = 2x 2 + 2y 2 ,y = x,y = x 2 . 

解 积分域 V 为 

0 ^ ^ 1 yx 2 < ：y < 1 ， 
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• 利用三重积分计算体积 | 第 /V 章 



了 2 +/< = <2, 2 +2/. 

故体积为 V = j drj : 2 2 dz = | Arj : (:r 2 + y 2 )dy 






X ~2T J 


7 ) = 4 


【 4102 】 2 ： = x + y 9 z = xy,x-\-y 
解积分域为 

0 ^ ^ 1,0 ^ jy ^ 1—«r ， 

xy y. 


0 , 3 ; 


故体积为 V 


「1 n-x My r\ r\-x 

dr dy dz = \ drI (: r + jy —jy)d 

\l x(l ~ x) + ( - 1 Y }1 ] dx== TA- 


[4103] P+z 2 =“ 2 ，:r + ：y =±“，:r — 3 , = 士 “ • 
解由对称性知 

f a C as C n / 


f a Ca—x \ 

! dr dv 

Jo o ' o 


dz 


8 (a — x) Va 2 —x 2 dx 


f y/a 2 —j 2 +〜arcsinf ] I +y(a 2 —j 2 )^ 


2^ 


(3丌一 4). 


【 4104 】 uz = x z y z = Vx 2 + .y 2 (“ 〉 0) 

解作柱面坐标变换 


jr = rcoscp^y — rsmcp^z 

则积分域 V 为 


= 9 


0^^p^27i:»0^r^a*— ^ z ^ 


且 
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因此 


ly^rdr^dz^Z^-^dr 


丌 U 


3 


[4105] az = a 2 —x 2 ^y 2 ,z = a—x — y<,x = 0,y = 0^z 
0,(a>0). 

解由 

零 

az =cz 2 —jt 2 —y，:r = 0 , 3 ； = 0 , 2 ： = 0. 

所界的体积为 


if (Jo a dz ^' dy = \ lMl ^^ 


rdr 


— l^L 

— ~T y 

a — x — jN.r 


0,y = 0,z = 0 所界的体积为 


V 2 = [ drdjyd: 

•rry^TT^a 
.r^O# v^0#c^0 

因此，所求体积为 


% u—x ftf— j—; 

dr d：y 

0 Jo 


ck 


V 2 




【 4106 】 z = 6-.r ? -y, 2 = Vx z +y\ 

解利用柱面坐标 

x = rcostp^y = rsirup^z = z. 

则积分域 V 为 

丌， 0< r <2， r <； r <6 — r 2 . 

因此•体积为 


C2k f2 f2 

d^j rdr dz = 2n (6r — r 2 — r 3 )dr 
Jo Jo Jr % 0 


32tt 


变换为球坐标或圆柱坐标，计算由下列曲面围成的立体体积 

(4107 〜 4110). 

M 

【 4107 】 j. 2 +y+Z 2 = 2 似， _r 2 +y < 之 2 . 

解利用柱面坐标•则曲面方程为 
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• 利用三重积分计算体积 \mj\m 多重积分和曲线积分 


r+z 2 = 2az 
及 r 2 = 

它们交线在 ^zOy 平面上的投影为 r =仏 

注意到 P ^ , 知体积的一部分为球 r 2 +Z 2 < 2oz 的上 

半部分，即 

a ^ z ^ a + Va 2 —r , 

因此，域 V 为 

丌， 0< r < a ， 


^ z ^ a + Va 2 —r 2 j 


故体积为 


C2k Cq r<rf Va -r 2 

ck 

27rJ r(u + y/a 2 —r 2 — r)dr 


2 丌 


十 2 -内 m ]: 


tzu 


【 4108 】 （ x 2 + y +Z 2 ) 2 = a 2 (x 2 + y -z 2 ). 

解利用球面坐标，曲面方程变为 

r 2 = acos2ip (—号 < j ) ， 

利用对称性得所求体积为 

•号 r-f ra/c^ 

V = 8 dtp dd) r 2 cosJxir 
Jo r J 0 o 

=^^-[ 4 co# • (cos20)^ d(p 
o Jo 

=J 4 (1 — 2sin 2 0) 2 d(sin0) (令 sin0 


(\-2t 2 )Ut (令屈 

o Jo 


sinw) 



cos 4 udu 


47ra 3 

372 


jr 

• T 


TtV 
4 7T 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


【 4109 】 （ j ： 2 +/+r 2 ) 3 = 

解立体位于第一、第三、第六及第八卦限由对称性知，在每 
一 卦限的立体体积相等，利用球面坐标得 



d(p dtp 
o r J o • 


v£cDs^?* sinpsin^ 


r^cosipd 




os(ps\iup(i(p ^ cos^0sin0d^» 

0 




【 4110 】 jt 2 +y =a : .x 2 +y +Z 2 ,jt +y = r 


(z^0)(0<a<b). 

解利用球面坐标，积分域 V 为 


0 ^ ^ 27 c »~* ^ ^ ^ r ^ 


因此，体积为 


V = | d^J r " cos^idr = 2 n 士 (护 

= 27t .-i ( ^- a 3 ) ( 1 _|) = K(2-y2)^- a 3) j 


根据公式 

jc = arcotf \ f /， 
y = brsirf ( pco ^ y /, 
z = crsirf y/ 


为为常数) 


引入广义坐标和 vf ( r >0 ; 0<9<27 c ; —|< v <!) 


且 


D ( x , y , z ) 


ofiaba 


qfsirr' 



if/. 


• D ( r ，( p ，\ f /) 

在以下例题中利用广义球坐标计算由下列曲面围成的立体 

体积 (4111 〜 4115). 


【4川】 （ f ； 


+ S + ?) 2 = f 
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• 利用三重积分计算体积 I 第章 


解作变量代换 

x — or coscpcQSip ， y 

则曲面方程变为 


brsuKpco^ip 


sirup. 


coscpco 坤 . 


由 r > 0 得 




所以，积分域 V 为 


吾 <9<号，一吾<0<号 


0 ^ r ^ co^cpcosip 


因此，体积为 


营 (J 二 cos<pd<p) (J f ^ cos 2 0d0) =- 


a 1 be 
3^" 


[4112] (J 


4 + 


) 2 = J 


+ f 


解作变量代换 

x = arcos^cos4/f 9 y = //r sirupcosip j z = ersinip 

并利用对称性得体积 


rf rf rcos^ 

8j d(p dip ahe r 2 cosipdi 


吾 • —abc cos 4 ipdip 

乙 ^3 0 




• T 


abc 

4~ 




^4-^： 


[4112. 1] 
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吉米多维奇数学分析习 


作变量代换 


hr sirupcosip ^ z = cr smcp 


则曲面方程变为 〆 = cos20 . 由 — > 0 知 一 利用对 


称性可得体积 


【 4113 】 


rf r-f cy ^ 2i 9 

8 d(p d0 | abcr 1 co^ipAr 

&abc • I 4 (cos2^») T cos^d^ 

Ld O J 0 

~ ^ 3 J * (1 - 2sin 2 0 )^ d (sin0) (令 sin0 
^|^jJ(l-2/ 2 )2d/ (令 W = sinw) 

今 — = ^. 1 . 1 .^ = ^ 

3>/2 3/2 4 2 2 4. 

a 2 ^ b 2 c 2 b 2 c - 


7 r abc 

77 T 


1 


x = arcoscp.y = //rsincp^z = z t 

则在曲面的交线上 r 满足 


1 = 0 , 


解之得 


/75-1 

V 2 


且两曲面的方程分别为 


— r 2 (z ^ 0) ^ 


因此体积为 


•2 ir 

d<p 

Jo Jo 


CcV l-r 2 

abrdrl ^ dz 


2nahc 



r 2 — r 2 )dr 
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• 利用三重积分计算体积 I 第章 


2 nahc 




1 . llv ^ 


5 疏 （3 — 万) 


【4114】： 

( 

解令 x 

则得体积为 






arcoscp^y = hr sirups z 




-rd-r 2 


dz = \iujbc (1 — r 2 )^ rdj 


Anahc 


[- 音(卜叫 


Snabc 


【4115】(^ + ^) +7 


解曲面关于三个坐标平面对称.故我们只须考虑第一卦限 


内的立体体积士 K 令 


则有 I 1 
曲面方程变 


= arcos^cos^ (p^y = /rsin^cos^ tp，z 
I = -~abcr 2 s\rT ±l 

•= 1，故积分 域为： 


rrsi 


in ". 


0 ^ 95 ^-—, 0 ^ 0 ^ 吾， 1 



d0 — al?cr 2 sin ! (pdi 

J 0 L 


Tzahc sin 2 ipdJj . 

Jo 


利用 3856 题的结果及 Gamma 函数的余元公式，有 



0 


in - ^tpdip =音丌 


Kobe 

丁 


厂⑴厂(音) 

厂 (i) 


Kobe 


厂 ⑴ 厂⑴ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 



= 1 ^ wf * r 2 (i)- 

利用合适的变量代换，计算由下列曲面围成的立体体积（设 

参数为正数 ）（4116 〜 4124). 

141161 (f+f +打 十 f 


( x ^0 9 y ^0, z ^0). 

解 令 

x = or cos 2 (pcos^ifj^ y = /rsin ? ^cos 2 0, z = rrsin 2 0, 
贝 1 j 有 I / I = iahcr 2 costpsirupco^tp • sin0. 

且积分域为 


0< r <( ~- cos ： 95+ y sin -^) jcos 2 0, 


因此，体积为 


V 






) 


\abcr 1 cos^sin^cos 3 ^rsin^d; 


二 robe 


•f 


X c 卿—[斧 + (f _f ) sin >] 3 却 


cos^sin^^ -^-cos 2 ^+•^■sin 2 ^ j dep 2 cos 9 0sin^d0 


2 , 1 ft ji 

15 2 (+— f)hh 


(|-f )sin 2 ^d[f+(|-f )sin 2 ^ 
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• 利用三重积分计算体积 第八章多重积分和曲线积分 


1411611 ( f + f + f ) 2= f-f 

(: r ^0 9 y ^0 9 z ^0). 

解令 

x = ar cos 2 (pcos 2 tp ^ y = hr s\n 2 cpcos 2 ip ^ z = cr sin 1 cp. 

贝 1 J 有 I / I = \abcr 1 cos^sin^cos 3 ipsuitp. 

积分域为 

〆 f ci ? b • ? \ 9 . 


0 ^ (^•cosV—f sin 2 p)cos 2 # 


其中 


arctan V ^， 


因此，体积为 


. 和 J 「号 J . 

d<p odj 
% 0 Jo • 


( i'cos 2 cos 2 ^ 


\alKr~ cos^sin^cos' 0sin0di 




♦ahc cos^siny[*cos 2 p— 音 sin 2 p] d^|^" cos'^sin^d^ 

^ cos f sin ^[f _ (|' +f )sin 2 ^] d<p 

： ( ~ b l ：^S [ f _( T + f ) 



【则 


xyz 

abc 


( x ^0,3；^0, z ^0). 

解令 

x = ar cos 2 cpcos 2 (p 9 y = br sin 1 (pcos 2 ip ， z = crsin 2 0 

则有 I I I = ^cr-cos^sin^cos^sin^, 

且积分域 V 为 

0 ^ r ^ cos 2 (psm' (pcos A 0sin 2 0, 

因此，体积为 


dtp dip 

o o o 


sin^co^^sir^/dr 


a!)c cos 


(p • sin 7 ^^J 2 cos'^in^^ 


ju/,c - f B(4,4) • y(8,4) 

abc 厂 (4) • 厂⑷厂 (8) • 厂 (4) 
3 m) 厂 (12) ―" 

abc (3! ) 3 _ abc 

丁 * 11! — 554400. 


【侧 (f + f) 2 + (f) 


( x ^ O . y ^ O . z ^ O ) 


解令 

x = ar co^ (pcostp 9 y = Ijt siiv (pco^p j z 
则有 I f 丨 = 2ahcr 2 cosysinyxros^, 

且积分域 V 为 


因此，体积为 


rJL r 

Acp ddj 
Jo Jo ( 


2abcr 2 coscpsincp • cos^di 
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7 . 利用三重积分计算体积 I 第八章多重积分和曲线积分 


2 uIk 

" T " 


-[ cos(psin(pd(p cos 0 d 0 = 夸 ^ 


【 4118. 1 】 




Vf 


( x ^ O . y ^ O . z ^ O ) 


解令 / 

x = arcos^cos'^, y = /yrs\n<pcos'(p^ z = crsin l 0. 
则 I / I = 1 ^ahcr 2 cos 3 ^sin 3 <pcos 7 0sin 3 0, 

且积分域 V 为 


,0<r<l. 


因此，体积为 


dpj d^| 1 6 o/xt~ cos 1 ^sin" yxros 7 0sin 3 0dr 


16aAr f f! 
3 Uo 


COS 、 


in s ^d^)J 2 cos 7 0sin- 


• 4b(2,2) • 4b(4,2) 


\abc 厂 (2) • 厂 (2) 
3 厂⑷ 

Aabc 1 abc 

~T~ # 5! ~ 90 - 


厂 (4) 厂 (2) 
厂（ 6) 


【 4118.2 】 



解令 

x = arcos'cp • co<tp，y 
z = crsin 6 0. 

则 I J I = 36a/?cr 2 • cos" <p 

且积分域 V 为 


•6 


( x ^0 9 y ^0, z ^0) 


^COS b 0 


sin ^cos n 0sin 0« 


0<P< 吾， 
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题全解 ( 六 ) 



因此，体积为 


= 叫 dtp 36ahcr 2 • cos ^psin 5 (pcos ] 1 0sin :, 0d; 
= \2ahc ( cos 3 ^sin :, ^d^) f' cos u <p • sin 0d0 

JO JO 


\2ahc 


B(3,3) • 士 B(3,6) 


o / 厂 (3) 厂 (3) 厂 (3) • 厂 (6) _ . . 2 3 abc 

3abcm ~Y(6) -^ 97 ~" 3 ^ 8 ! = 1680 - 


【誦 .3】(^) 3 + (^)>(^) 


解曲面关于三个坐标平面对称，因此我们只要求第一卦限 
内的立体体积，令 

x = ar cos^ (pcos^ tp ^ y = hr sxn^ (pcos^ {p ^ z = cr sin^. 

则 I / I = 9o6cr 2 cos 2 9sin 2 ^ • cos 0 • sin ~ 0 . 

积分域％为 




因此，体积为 


J dcp^ dip 9ahcr 2 cos 2 <ps\n 2 cpcos : 0sin 2 ipdr 
Zohc ( - cos 2 (p • sirr’—p) (J^cos 5 0sin~0d0) 

••+ B ( 音，音)•士 B ( 音 ， 3 ) 


3 abc 


r (音 M 音) 厂 (音) - r(3 〉 

則•厂 (音） 


3abc 




- 3 > 5 > 7 厂 
一~ ?} 士 


abcTi 

"70~ 
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• 利用三重积分计算体积 


第八章多重积分和曲线积分 


注 :运算 中利用了公式 

r (” + { 卜 1 .3 •…2 ，- 1 ) 尾 

【 4119 】 z = x 2 + y 2 9 z = 2 {jc 2 - y 2 )^xy = a 2 ,xy = 2a 2 , 
x = 2y^2x = y ( j 〉 0 ，） 〉 0). 


解令 




= xy jiu = 

• 

y 

则 Jr = y/vuu,y = 

!， z= 

“ 卜， +3). 

变换的雅可比行列式为 


0 

y/w 

2 Jv 

y/v 

2 y/w 

I = 0 

1 

2 V viv 

y/v 

2 

VLU + — 
W 

w (u*+ — 

V w 

) U ( V D 


=_ (f + 2^)' 

且积分域 V 为 


1 < w<2 ， a 2 <z;<2“ 2 ,4 <xr<2, 


因此，体积为 

v= \] du \^ dv \]{i + ^/) dw 

= 士 (r d “) o v )( 以 1 + i) 如 )=¥. 

【 4120 】 j 2 +Z 2 = a 2 ^ar 2 ? = If ^ ^ ^ = 0 

(x>0). 


解 令 ： r = rcoscp.y = y,z = r sirup. 

则 I / l=r, 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


积分域V为 


a<r<A， 一子 


vcos2^ ^ ^ ^ r vcosZ^j 


因此，体积为 


V 


rt 




2 dr 


• Jl 


2 v cos2^d^> 


(//- a 3 ) 


-y _ o rt _ 

\/ cos2^d^> = —(// ) ycos/ At 


音 L+B(+，{) 


r 


(!) 


i r ({) 


4 ⑹ — a 3 ) ^. 2 ^ 7 ) 




注:利 用了余元公式 
r ( x ) rd - x )= 


sum 


【 4121 】 (x 2 +y+z 2 ) 3 


A 2 


+ /• 


解由对称性知，我们只要考虑第一封限内的立体，利用球 
坐标： 

x = rcos<pcosi/j ^ y = rsin^pcos^^ = rsin0. 

则 丨 J 丨= r ^ cosi / j , 

积分域V,为 

“tan 士 


因此，所求体积为 


160 




• 利用三重积分计算体积 I 第八章多重积分和曲线积分 


ff ff faiani^ 

8 1 d<p\ dip r 2 cosipdi 


【4122 】 （5 + 券 + 爹 ) 2 = f 


解由于 2 > 0 ，故立体在 •lOy 平面的上方，再由对称性知， 
我们只要求出第一卦限内立体的体积，然后再乘以 4 ,令 
x = or cos<pcos(p ^ y = /jrsiiKpcosip^z = crsini/j. 

积分域为 


0< r < (亡 sin ^ e -心) ' 


因此，所求立体的体积为 


r-f r-f 

[ W 。 唞 




\abc 2 7T f2 •. . 

HJ sin^cos^ 


3h 

na/?c 2 

3h 


a/xr 2 costpdi 


^ di/j 


nabc 


( 1 - 


+ 孚 


【4123】 


^ arcsin (^+^ + 


解令 


a b c 
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则有 


D ( u ^ ViZv ) — 1 

D(x^y^z) ahc. 

从而 I J I = 

积分域 V 为 

0 < w < 1 ， — it»arcsimt* < u < 1 ， 


-1<^< 1, 

事实上，由 ■^■ warcsintt ，< 1 

丌 

可得 一1 < w < 1 ， 
因此，所求体积为 


dw die，• abedv 

J 0 J —1 J ^ufnrsirru , 

2o/?rJ (1 一 吾认， arcsintt，) dif 
2al)c — ^ )C - [ arcsinwdCco 2 ) 

7T J 0 


2 cJk 


cJk + 


2 cJ)c 

鳙 ■ ■ ■ ■ ■ ■ 


Txrarcsmtc ， 


2 a^f ^(i ~ 
TT J 0 


㊈ | V ( i -， 


t)^ d/ 


abc + 


ahe 


MM 音 ) 


厂 （2) 


abc + 


ahe 


i r2 (i 


r . I ahc_ • (V^r) 2 _ 3a/)c 

1 - * r\ r\ 


[4124] 


^ + f+^ = ln 7 + ^ +7 
abc 1+2 
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• 利用三重积分计算体积 第八章多重积分和曲线积分 


x = 0,2 = 0 ， 

子 + ! = 0 ，1 +子+ ! = 1 . 

be a b c 


-,V = — + ^,w = 
a a b 

= abc . 


- + i+- 

abc 


+ 2 + A 

曲 面方程 


变为 i = x^e u ，平面 f = 1 变为 w = 1，言 + f = 0 变 


为 w 


sx = 0 变为 u = 0 ,z = 0 变为 t ； = tf . 因此，积分域为 
0 ^ w ^ it *, we u ^ t ; ^ tts 0 ^ it 1 ^ 1, 


故体积为 


ri rw rw 

dw \ du abedv 
Jo Jo utT 14 . 


(it〆 — vi? e^ )&w 


5 o/k 


(i - 音 ). 


【 4125 】 曲面 :r 2 +y +az = \ a : 将球: r 2 + y l +z 2 < 4oz ： 分 
成两部分的体积的比值是多少？ 

解 曲面/+/+似= 4 a 2 与球面 * r 2 +y + (z — 2 a ) 2 = 
4 a 2 有交线为圆周 

\ x 2 + y 2 = 3 a 2 ， 


R 有公共的顶点 (0,0,4 d ， 因此，球内位于曲面*1* 2 +/+似=物 2 
下方部分的体积为 


•“ dz ( 

0 


drd ^) + J dz 


drd^y 


7t(4o2 


^ — 

— z 2 )dz + 

J a 


^Xaz — or 


7 r (4 a 2 — C2z)dz 
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丌 (2ar 




3 _ 37—3 




从而，另一部分的体积为 

V 2 = V — V, = -^- 7 c( 2 a)' — 誓丌“ 3 = 琴丌 V ， 

6 0 D 

因此 ^-= — 

V 2 2 T 

【4126】求由下列曲面 

x 2 +y = az,z = 2u - Vx 2 +y- (u>0) 

所围的立体体积和表面积. 

解两曲面的交线为圆周 

tx 2 +y 2 = a 2 . 


TlCl 


又曲面的顷点为 (0,0,2 ci ), 所以体积为 

V = J dz jj cLrd^ 4- dz 『 drdy 

S 2 W X 2 + > 2 <(2tf-z) 2 


az 


ndz + ( 2 a — z) 2 ndz 

• u 


^ + 


TT “ '一 OKU 


对于曲面/ +/ 


，有 


( if } 


(_) 


7+ 心 . 2 +4/, 


对于曲面 


2a — v/ ： r 2 + y ，有 


(If) +( 齡 


= V i+ (~ 

所以，曲面的表面积为 


y ^ T 7 


M 




72, 


a 2 + 4 x 2 + Ay 2 dxdy + J y/ 2 drdy 

M < o 2 
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利 用三重 积分计 算体积 第八章多重积分和曲线积分 


H d^J \/ a 2 + Ar 2 • rdr -\->/2na 2 

士 • 2兀 • (古(“~ +4 〆 )？ ) + 

^(6/2 + 575-1). 


【 4127 】若 


a\ 

b' 

C\ 

Cl2 

62 

C 2 

a 3 

bi 

C2 


1 ， 2,3 ) 所围的平行六面体的 


求由平面 c/,:r + bty + dz =士/?,(/ = 1,2,3) 所围的耳 
体积. 

解令 

u = U\X + b\y-\-C\z,v = a 2 x + b 2 y + c 2 z^ 
it， = a 3 x + b^y + C3Z. 


则有 


D(U^V^ZV) . I r I 1 

du^) =a ' 1ii = TT\ 


积分域 V 变为 

—h\ < u < fu ，一 h 2 < v < hz ， 
一 V < it ’ < / i 3 ， 

因此，体积 


P d “「 2 chf + du . 

J —ht ~h ? —hn △ 


8/? l /?2^3 

TaT' 


【 4128 】若 

l«i b \ 


A = a 2 b 2 Q #0 ， 
a z 6 3 c 3 

求由曲面 （“ix + ftj 十 ^、：?：） 2 + {a 2 x + b 2 y^r C2Z) 1 + (a 3 j* + /， 3> y + 
Qz) 2 =/r 9 所围的立体体积 . 

解令 

u = a { x + biy + c\z,v = a 2 x + b 2 y ~\~ c 2 z. 
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tt，= a 3 x + 6 3> y+ c 3 z. 

则有 I I = 

积分域 V 为 

“ 2 + v 2 + w 2 ^ h 2 , 

因此，所求体积为 



△ 


【 4129 】求由曲面 


dwdx/dtt' 


4 丌八 3 

3 I △ | 






t(a) (”〉 1 ). 


围成的立体体积 . 

解 显然 2 >0, 且曲面关于义知， : yOz 平面对称.故我们只 

须考虑第一卦限内的立体.令 

x = ar co^<pcos(p ^ y = f/r sirupcosip ， z = crsinip. 

则有 I / I = o/k r 2 cosip 9 
且积分域为 


n 〆 /丄 sin^cos"^ </> 

$ $ VI cos 2 V + sin 2 > ， 


因此，所求体积为 





^ abcr 2 cosipdi 



3/2 


- 2 J : 


(令 C0S(/» — t ) 


= X : T^ir^? 

=- f h ^ z \\ 


— t 2 ) 

-t 2 r 


(令 i-/ 2 


166 



7. 利用三重积分计算体积 第八章 


7 r I 9 r 1 ( 1 — 

Yh ahc ) on ^ 


-x)^ 2 cLr 

-x) n +x n 


dr 




令 u 


1 -x 


并利用 3851 题的结果有 


(1—J 广 二广 dt = 7T 

, ，/ X \ ，1 Jol +广 . 7T 

1 + ( l ^) " sin 7 


dr 


因此 


z abc 2 


3?ih • sin 


【 4130 】求位于空间 Qrv 的正卦限彡 0, ： y>0d>0 ) 且 
由曲面 > + = Uni > 0,n > 0,p > 0) = 0,y = 0, 

z = 0 所围的立体体积 . 

解 令 

x = ar^ cos fn (pcos^ip 9 y = hr” sin”pcos:0，xr = cr; sin 广 0 

则有 

D(x,y,z) 8 o/k ^ 一 -i hi • 立 - 1 f • 2-i , 

7 T：~r = - • n p cos ㈣ (L • sin^ cl • cos^ ” 0 • sin/* 1 山， 

D(r,(p,i/j) mnp T T r T 

积分域为吾， 0<0< 号， 0< 「 <1 ， 


因此•所求体积为 

y = 8 o 6 c . 
mnp 


cos^~ 1 ^sin« 1 (p^(f\ cos 二 ^ 1 tp 


sin ? 0 d 0 


1^4 1- 


ft 


dr 


Sa/?c 

mnp 


B (士，士)•士 B (士 + i ， 士) 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 


- + - + - 
m n p 


nw + rip + mp 


r (士 M 士 ) 
心士） 


r (丄+丄)•厂(士 

\ m n / \ p 

厂(丄+丄+士) 

V m 7i P / 


ahc 

mn + tip + mp 


(士 X ) 厂 (士 
r ( m + i + 7) 


备 8. 三重积分在力学上的应用 

1. 物体的质量泠一物体占有体积 
( a -. v ^) 的密度，则物体的质 fi 等于 


Ji] j od.rd < yd2. 


① 


2. 物体的重心物体的1：心坐标按照下式 汁算: 


•r, 



fxrdrdydz^ 


$ 伽 ydrciycb ， 

V 

A Jlj^clrdydc. 


② 


若物体是均质的，则公式①和②中可以假定 p == 1. 

3. 转动惯量以 K 积分对应地被称为物体对坐标平面的转 


动惯量:/,、 




• L cLrd vdz ， Z 


\\W 

v 


drd) ， d;r ， 



8. 三重积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 






py 2 drdydz . 


以下积分被称为物体对某个轴线的转动 惯量： 

» 

厂 2 drdjydz ， 

其中 r 为物体变点到轴线/的距离. 

特别是对于坐标轴 ar，Qy 和(知来说，相应地具有: 

/j = /jy + J R ， /y = /， + /yj » ^ Z = IZT "t" ^Zy • 

以下积分被称为物体对坐标起点的转动惯 M: 


Jo =\\\ p ( x 2 + y 2 + z 2 ) dxdydz . 
v 

显然，有 /o = /ry + + / CT . 

4. 引力场的势以下积分被称为物体在 PCr ， jNd 点的牛 
顿势： 


u(x,y,z) = p($ ， 7j ，《 ) 幽 ! 3 ^， 

jj r 

其中 V 为物体体积， p 为物体的密度，且 

r = + ( 7 — 夕 ） 2 + (^-z) 2 . 

质量 m 的质点被物体以力 £ F = (X，Y，Z) 所吸引，引力在 
坐标轴 O ，0的投影X • V%Z 等于 


X 


km 磬 

OX 


km 


\p 


Y 


km = bn、\\\p cI ^ dT ^ d ^ 


Z 


9 y 


km ^ — km 
az 




其中々为引力定律常数. 


【4131】若物体在 M ( x . y . z ) 点的密度用公式^ = 1 + 7 + 
z 给出，求占单位体积0<了< 1，0<3；< l，0<z< 1的物体 
质量. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 



质量 


M 


= cb[ (j + j+ z)dz = 

Jo Jo Jo L 


【4132】若物体密度按照规律变化，这里 
a >0及 々> o 为常数，求充满无穷域 p+y+ z 2 > 1的物体 
质量. 


解 


利用球坐标 


M 


J … 

+r 2 ^l 


drdydz 





求由下列曲面所围的均质物体的重心坐标 (4133 〜 4141). 
【4133】$ +多 = *， 2 = r . 


解作变 M 代换 



x = arcoscp.y = brsiiup^z = z. 
I / I = uhr. 


积分域为 0 < p < 27 t ，0 


从而，质量为 



设重心为(I。 ，y。 ，2。），由对称性知= > = 0,而 




3 

tiqIk 


nabc 

4 
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8. 三重积分在力学上的应用 | 第八章多重积分和曲线积分 


所以，重心为(0,0, 警). 


[4134] z = x 2 + y 2 ^x + y = a,x = = 0,z 

解物体的质量为 


0, 


M 


重心坐标为 


•To 




Zo 


【 4135 】 


dr 


dy 


o d2： = 〆. 


1「 fl f °~ x f ^ 

叫。叫。 dz 


a 


a 


15 


2a 


+ 厂 2a 


bM 7 ydy \l +y dz= 

1 Ca [a-x fx 2 + > 2 

mL^L dy \ 0 zdz 

hMT i (x ' +2x2y2+yi)dy 

£ K -+ fl 4 : + f ?- 2 ^ 3+2 - 4 -合 > 


a 


^ = fo 


a. 


2pz,y 2 = 2px , j = 4 


z 


0. 


解质 M 为 


M 


重心坐标为 


^0 


•f r/2^ 

" dr 

0 J - >/2^ _ 


JP dz 




1 t p A 

X：dj： = 28 


U 


•上 

2 


0 


xdr 


— >/2fn 




d : 


28 ^ _ 7 
P # 72 = 18 


P ， 




M 


clr 






M , 


.1 


dr 


— V 2 /n 


r /2^ 
— y 2 fir 


y^y 


dz = 0^ 


o 




•£l 

2 P 

0 


zdz 


28 p* 
^•704 


176 


A 
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【 4136 】令 + 

tr 




，: r > 0, V ^ 0 


则 / = a /? cr 2 cosi / j . 

积分域为 
所以，质量为 

M = J" dpj d4j a/)cr 2 cosidr = -^7ro/ 


重心坐标为 


占 J A(p^ d^j" aln r cos^ • arcos^cos^di 

点 J cos^dpj cos 2 0dy?J a 1 bcr^dr 

6 nu 2 /r = 3^ 

▲ • 16 _ ~8 Um 


由对称性知 > = 


【 4137 】 x 2 +z 2 =a 2 ,y 2 +z 2 

解物体的质量为 


(z^O). 


M 


r« r Va 2 -z 1 r Va 2 -: 2 

Jo 叫一 v^7 叫 


i \\ a 2 - z 2 )dz = ^- 

0 o 


重心坐标为 


2 Ca r '/u ： -z 2 r Va 2 -Z 2 

do 叫-巧叫― y ^7 jdr 




同样 





户 J-77=7 


V 

•/ — 


y ^7 


dr 
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•三重积分在力学上的应用 I 第八章.多重积分和曲线积分 


^ 4 2 :( a 2 — z 2 )dz 


8 a 


^ = 4a. 


【 4138 】 x 2 +y = 2z,x + ^ = z. 

解由 

x 2 y 2 = 2 z 9 x + y = z. 

所围成的立体在 jQy 平面上的投影为圆 
(x-\) 2 + (y-\) 2 = 2. 

令 x = I + rcos<p^y = 1 + rsin^,: 
则质量为 


M 


rin rJ2 r2+r<co5^5inf) 

d(p\ rdr\ 2 d2 

J 0 J 0 J l+Hcosf^^intp) J y 

JTW -专) rdr=7r ， 


C 2 n N 2 p+Kcos^+sinp) 

MJ 0 0 J H Kcayf 

Ko -皆) rdr 


(1 + rcos ^) d ^ 


— 史 . Jf—Q - 皆 ) 如 ] 


—(7T + 0) = 1. 
7t 


同样 


1 r2n r/2 f2 十 r(cojy* 却 

do 叫 ，叫 — 一 4 zdz 


H Kco?yf 5in^> ‘今 


dyjJ r| 3 + (siny + cos^>)(2r — r 2 ) 
一 jP — r^dr 


10 丌 

• - 


10 

3. 


[4139] 


( 》 + 旮 + 


W ) 2 = : 


( x ^0 ny ^0 9 z ^0； a 〉0,6>0“，>())■ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 )I _ 

解作变量代换 

x = ar cos(pcostp , y = br sincpcostp 9 z = cr sirup. 
贝 lj I / I = abcr 2 cosip. 

积分域为 




TT 


0 ^ r ^ cos<ps i n^cos 2 0s i n0, 


则质量为 


M 


rf r*? I … ，一 y — ， 

J d^j d0J ahcr cos0dr 

cos^sin^^d^J 2 cos^sin^^d^ 

^ •4-B(2,2) *4-B(4,2) 


★ 厂 (2) 厂 (2) 厂 (4) • 厂 (2) 

12 r (4) 7X6) — 

abc 


12 X 5! 1440, 

f? 


•TO 


•CO?^5Sl 

dtp 

o Jo 


r 3 cos^cos 2 0d ； 


hJo 却. 

cos ^sin^^J" cos IO 0sin ; ipdip 

j B ( 3 , 音) • j B ( T ， 音） 


1 a 2 bc 


丄迕 r (3) r d ) r ( y ) > r ( l ) 

M 16 „/ ll \ 厂 （8) 


1440 

abc 


厂 m 
a 2 fx • 2! • v^tt) 


16 X 7! 


97 T 

448' 


由对称性知 


: yo 


9 tt 

448 


b,z 0 z 


盔. 
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• 三重积分在力学上的应用第八章多重积分和曲线积分 


[4140] 


1 2 +/,之=|(1 2 +/)， 


x + y =± \,x — y =土 1 . 
解作变量代换 

u = X — y^v = y^z = 


积分域为 


- 1 < w < 1, - 1 < I ； < 1 ， 

年 <2 < 年， 


所以 M 


du \ , \ Az 





K di ； L ^ 宁•音 dz= °， 

KH "5〒 dz= 。’ 

i zdz 


{ r I d ,< r 1 ( F _ ?) (M：+v2)2d7j 

{•#>+¥+音卜= 


3 4 


[4141] f + g = 1，了 = 0,7 = 0，之= 0 


( n >0^ x ^0, y ^0. z ^0) 


作变量代换 

x = arcos^cpcos^ip^y 
z = crsm”0. 


/rsin"y ： cos"0 
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则有 I 


所以 M 


ahcr 2 sin«' 1 ^cos" -1 ^cos^ -1 0sin« *0. 


ahc 


n 




o 


r sin :— 1 pcos 音一 1 (pcos ^~ 1 —in:— • ipAr 





.ru 


M 


/r 


• JL 

m 




1 


d^| d0| rcos n ^cos*0 • 广 sin” - p 




•a ， 


同样可求得 



= 




• 三重积分在力学上的应用 I 第八章多重积分和曲线积分 


A 厂 iiMil 

20 4 心(含） c . 

【4142】确定具有立方体形状0<1<1，0<5<1，0<2： 
<1的物体的重心坐标.其中物体在点的密度等于 

2td Md 2j^J 

p = JT 卜 。 1 - > 

这里 0< fl < 1，0</?< l ，0< y < 1; 

解物体的质 fi 为 

M = dr d.y dz 

Jo Jo Jo 


1 -a 




= (l-a)(l-^)(l 
_ • 
重心坐标为 




= _ 也 _ (l_ a) . (J-zi) . (kzZ> 

( 1 — a )(")(l-y) /? y 

= a. 

同样可求得 

yo = (3 z 0 = y. 

确定由下列曲面围成的均质物体对坐标平面的转动惯量（参 

数是正数 ）（4143 〜 4147). 


【 4143 】 

王 + f + 三 
U 1) C 

=1 ，了 

= 0,y = 0,z 

解 / 乃 . 

= M h r 

>4 (, 刊以 

Jo 


= c i\>\T 




- r T 「 6 ( 

1 a - 

A(1 勺） 


3JoL 4 ' 

^ X 

b 1 o 


"dr 

■ 
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利用对称性可得 


I, 


【 4144 】 


a 3 bc j 



60 • 


角？ ^ x = urcos(pcosi/j^y 

则 I Z I = uhcr 1 cosip. 

积分为域为 


//rsu\(pcoi>ip^z 


0 2tx^ 一吾 1 





dxdydz = cJx 3 1 d^)| ^d0 r'cosip - sin 2 0d0 


^ • 2;r •丄 


•3 


lf^ r 


利用对称性可得 


4 tt 


a、bc 




[4145] 
解 ^ 


^ f r 

i +? = 5, 2 = c 


arcos(p,y = //rsiiup^z 


Ijy = [ d(p\ dr z 2 • abrdz 


^[ ， (r 3 -cV)rdr = i 

o J u 5 

J dpj drj (arcosy):o/?rd 


c 3 r 3 ) rdr 


iwbc 


—— „3 


a、be cos :， (fdcp (1 — r)r 3 dr = ^ci 6 bc 


由对称性知 


• 三重积分在力学上的应用第八章 


l - = 20^ 3c ' 

【4146】赛+多+ 

解令 


1 ，J + 




X 

a 


x — arcos<p^y = brsirup^z = z. 

则 I J I = Mr . 

积分域为 _ 号 <>< 号， cos<p ， 

— c \/l — r 2 ^ z ^ c */l — r 2 ， 

1 - = \^\ 7^ rdr \ c ^ z2dz 


鲁 MVO _r2)lrdi 


= 


^-J 2 ^ 「 1 一 (sin]dp 


gW (1 — S\YY(p)d(p 


abc :i (f + cos^ — ^ cos 《 f + + cos ：i cp j 


2ahc 

"225 


(15 tt -16). 


.f rcosp CcV 1 -r 2 
r dcp ahrdr]^ yj-r^ ^cos ^) 2 dz 

2a^bc 2 ^ cos 2 (pd(p^ /1 — r 2 r 3 dr 


2a 3 叫 $ cos: 


2a s &• J r cos 2 <pd<pj : sin/ | cos、• sin/d/ 


% 

2a 2 be 

% • 




sin/ : cos s /sin/d/ 



I sin/ i cos 3 fsinrd/ |d^ 
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吉米多维奇数学分' 


2a 7, fr ' ^ | ^ + J ! sin/ | sin/cos 3 /d/ ^ cos 2 cpdcp 
2a A /x ^ yz +| ^ (— J sin J / cos 3 tdt) cos 2 (pd<p 

+ J• ( [ sin 2 /cos x tdt) cos 2 (pd(p^ 

2“ /jc 丨 吾 +J - ^4-sin — |-sin 3 ^jcos 2 ^d^ 

+ |" ( + sin 史 - 士 sin>)cos 2 ^dp} 

叫 fl _ iiy = ^ (105 「 92) . 

•f fco^ fc V l-r z . 

^ d^J al)rdr ^-_(/^*siny)d2 


(105 tt -92) 


/ T 7 

-f v/ 1 -r 2 


(/^- sin^)dz 


2 ab 


'L 却 J: 


—^ r ^ sin^^xlr 


= sin : ^xl^J ' I sin/ | sin/ • cos { /d/ 

= 2ah c ^ I ^ + [ I sin/ | sin/cos 3 /d/1 sin 2 (fxi(p 
= 2a^? V J y| + (—J sin ’/cos 、 /d/) sin 、 却 

- I ； ( I ： sin" tcos A tdt ) sin J | 

= 2o/;'c| ^5 J (+sin J ^) - 士 sinV)sin 2 9xlp 

+ J 2 ^y sin^ — y sin Y j sin : ， (pdcp | 

= 2a/, " c (ro~\ih)^ ^ 105 ；： - 272 ). 


1575 


h 


1575 


(105 tt - 272). 


【 4147 】 ^+^ = 2 f,f 


两曲面的交线在 My 平面上的投影为 
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• 三重积分在力学上的应用 mj\rn 多重积分和曲线积分 


— 2 丄一 2 子 = 0 ， 

a- /r u b 

即 (f-l) 2 + (f-l) 2 = 2. 

令 x = a{\+ rcoscp) = M 1 + rsin^) ^ = z 

则 I J I = o/，r 

积分域为 0 < p < 2;r，0 < r < A, 


所以 


r[l +y + r(cos^ + sirup) ^ c[2 + r(cos(p + sin^)] 

「 2 ir r /2 ， 

Iry = dcp ahrdrl 2 

J o 0 J r 1 » T+Hcawt sines) 


H y t r( a)?y t stn^> 


■ 2 dz 


^cJk" [ d^j* r[(8 + 12r(cos^) + smcp) 

+ 6r(cos^ + sin^:) 2 — (1 + -y j — 中 + 专） r ( ros ^ 

+ i>\ncp)— 3(1 + y j r 2 (cos^j + sin^) jdr 


T：ubc\ 


j d^j* ahr • a 2 (l + rcos<p) 


fr[2 


a { /rJ K1 + 2rco^<p + r cos 2 <p) ^ 


1 个 1 ^ t~r<ro?^ 

f t r \ 


d 之 


)dr 


4 丌」 


a !x \ 


由对称可得 


Izr = 

【 4147.1 】 (J^^+ 7 )" 


+ 备 


解令 

j ： = arcos(pcoSi/j，y = /rsin^sin^^z 


cr sirup. 


abcr 2 cosip. 


则 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


曲面方程变为 

r 2 = cos20- 

故积分域为 


0<^<27 r ,— 


0 r v cos20 ， 




ubcr: • cosip • Urs\n(p)'dr 


ww 。： 

abc ' • 27 ： 4-p^ (cos20)^ cos^rsin 2 0d0 
^aAr'J 4 (1 — 2sin 2 0)^sin 2 0d(sin0) 


(令 sin^» = /) 


^ahc^' (1 — 2t 2 ) ^t 2 At ( 令 >/^ = smu) 


与 W 3 . 


2乃」 


•f 


cos 6 w • sin^wdw 


fw .士 B ( 吾，音卜 .. 


r ( i)- r (i 


厂 （ 5) 




• yir 


72 7T 

256 


72 , 3 " 

To^ r # - 

J d^J d^J abcr? cosip( or cos^cos#)d 〗 
1 P K ^ 

a 6 bc • cos 2 (pd(p 工 (cos20)~ cos 2 0d0 


27 T 



^ drccj (1 — 2sin-0)^cos 2 0d(sin0) 


(令 sin0 = t) 


Y a3hc \l (1 _ 2F) 音 （1 — 之 2 ) 山（令 >/^ = sinu) 
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三重积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 




-- * cx>s t u • sin 2 udu 

2/2 Jo 




- - - - 

2 2 272 


B (音 4) 

■ 


▲ 丄 

• — • — - — • 

2 2 272 


A 十音 


^ a ：i /x - 


15 tt / 
2 ' 


1 \-/2i, z a 3 bc 

96 / 512 


由对称性可得 




spite dr c 
512 # 


[4147. 2] ( f ) +( f ) + (~) = 1汉= 0，尸0,2 = 


解 


arcos n (pcos n (p^y 


(7 i ^> 0； x ^0, y ^0, z ^0) 


l ^ COS "0» 


z = rrsin*0. 


1 2 J» 2 l 

aber 1 cos^^ 1 ^sin*' 1 ^cos” 一 1 


积分域为 


/jy = J' d^| d^l" \abc z r x cos* -1 ^sin^ -1 ^cos"^sin^ -1 i/Ar 


-r-.ahe^ cos" { (f^ sin^ • cos 士 
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习题全解(六) 


厂 ( 士 ). 厂 ( 士）厂(吾 M !) 


orr 


5;? 2 


厂 (!) 

^iMj) 

厂 (吾） 


( 1 ) 


a be 


由对称性知 


o 厂 m 
厂 m 


a s bc 


丄 叫 ⑽) w 

5 ” 2 厂 ( I ) • C . 


确定由下列曲面所围的均质物体对 Gr 轴的转动惯量 （4148 
4149). 

【4148】 z = X 2 +y’，i + < y =± — y =± 1,2 = 0. 


解 


(x 2 + y 1 ) cLrd.yd^ , 


作变 M 代换 

u = x + y,v = x — y,z = z 9 



^,v=^,z = z 


外 -J \ 1 \ — 

曲面 z = P +/ 变为 Z = 积分域 V 为 


2 +之 2 


又 
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• 三重积分在力学上的应用第八章多重积分和曲线积分 


所以 


f :,« 

iL du L (u2+ ^ ydv=l 4 


【 4149 】 x 2 +y+z 2 =2,x 2 +y =z 2 (z- 

解令 

x — rcoscp^y — rsin^tZ = z. 

则 I / 丨 =r. 

积分域 V 为 

丌， 1 »r ^ ^ \/2 — r 2 ， 

Crr f2n ri r ^ 2 r 2 

所以 I z = (x 2 -i- y 2 )djcdydz = j d(pj drj i 


> 0 ) 


r^dz 




(r 3 J2^?-r A )Ar 


2丌 


>/2sin/. 


—r 2 dr — 


音] • 


则有 


r 3 v/^Vdr = 4 



inVcos J /d/ 



(1 — cos' / ) cos 2 /d (cos/) 


8 72-7 


4^(jcos^-{cos^/)=^2_ 


2 丌 


872 


D J lO 


【 4149. 1 】 （ x 2 +y+d) 3 =a 5 z. 

解显然令 

x = rcoscpcosip^y = rsincpcostp ^ z 

则 I J I = r 2 cos^ 

积分域 V 为 


• sin # 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


7 simp 


所以 U 


j(x 2 +y)drd^dz 


nn rf raY^p 

J d<p ' dtp r 2 • cosip • r • cos 2 <pdr 


5 


27 T 




cos 0 • sin0d0 


10 


【4150】 若球在动点 P ( x , y , z ) 的密度与这个点到球心的距 
离成正比，求质量为 M 非均质球体 * r 2 + y + z 2 < W 对其直径的 
转动惯 M . 

解令 

x = rcos < pcos ( p^y = rsirupcost/jjz = 

C2n ff [R 

则质量 M = d ( p \ dip rcosJkrdr = k ^ R \ 

• 0 J —} o 


M 


由此得々 = $，即密度 P 


所以，所求转动惯涵:为 


| d^J dip\ r 2 cos L， 0 • r 2 cos^ • -^ydr 

p ( j :! COS 3 辨 )0) = 


4 MR 2 


【4151】证明等式 J , = J /u + M / 2 ，其中 J , 为物体对某个轴 / 
的转动惯量;为平行于/并通过物体重心的轴/。的转动惯量 d 
为轴之间的距离， M 为物体的质量. 

证设重心为坐标原点 （)4 轴与6重合，建立坐标系，/与 
JcOy 平面的交点为(心，>，0).如4151题图所示，则 

h = | [(x — x 0 ) 2 + ( ^ — ) 2 ] < ocLrd,ydz 


(x : + y 2 )fxh:dydz + (Jo +3^o 
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• 三重积分在力学上的应用 


第八章多重积分和曲线积分 



4151题图 


— 2x 0 \ xpdrdydz — ^JVojjJ^drd.ydz. 


由于重心在原点，故 


^ j xpdrdydz = 0,^^ypdrdydz = 0, 


并且 M 


Jj^drdydz ， 




v 


因此 // = // 0 +Md 2 . 

【4152】 证明： 体积为 V 的物体对通过其重心 ()(0,0,0) 并 

与坐标轴形成 a ， /? ， y 角度的轴 / 的转动惯 M 等于： 

// = /^cos 2 a + / v cos 2 /3 + I ： cos 2 y — 2 K ^ cosacos/? 

— 2K^ cosacosy — 2/C# cos^cosy, 

其中 "，/>.,/.- 为物体对坐标轴的转动惯量且 


JIl^jydrdj'dz.K^ 
Jj pyz dr dy dz ， 


pxz 

V 


drdydz 


为离心矩 . 

证 如 4152 题图所示 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 
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• 三重积分在力学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 


=/ f cos - a + / v cos-/3 + 1 2 cos 2 y — 2k ^ cosacos/3 
— Zky, cos/3cosy — 2k ZJ cosycosa. 

【4153】 求密度为 po 的均质圆柱体 x 2 +： y 2 < cr，z = ± h , 
对直线 j ： = y = z 的转动惯量 • 

解 利用上一题结果.直线 I = J 2通过圆柱的重心0(0, 
0,0)，且具有方向余弦 

cosa = cos /3 = cosy = 士 . 

V 3 

利用柱坐柱计算积分 


•r = i^po (y 1 + Z 2 ) dxdydz 

V 

= d^j ^ rdr | ^p 0 (r s'\n : cp + z 2 )dc ： 

= ^T ： a ] h nu h , 

•v = JJpo ( r ’ + z 2 ) drd , vd 2： 

V 

=J d^)|* rdr p 0 (r 2 cos 2 (p-\- z 2 )d^ 

= (+71“丨/*+音丌“:"') | 0 0 ， 



o(x 2 4 - z 2 )dxdydz 


px r/. 

I d— r^dr /odz = nha' po ， 

= J||x.ydrd.ydz = J d^j rdr por 2 cos<ps\n(pdz 


Ky. = J A<p\ rdr| / 0 rsinp • zdz = 0. 
= J rdrj p 0 rcos<p • zdz = 0 
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:米多维奇数学分析习题全解(六) 


因此 // = I r cos 2 a + / v cos/3 + /.cos 1 y 

— 2Kry cosacos/3 — 2K ys cos/3cos/ — 2K-, cosacosy 

= 专 ( + 7^// 十 f 7 w _ 72 s + -^nu [ h + 吾 to 2 /〆 + iza 1 h j 

其中 M = 2—h 为圆柱的质量 . 

【 4154 】求由曲面 (p+y) 2 = v(.r 2 +y ) 围成的密度 
为 p 的均质物体对坐标原点转动惯跫 . 

解 令 

x = rcos^cos^tjy = rsiny>cos0^ = rsin0. 

贝 1 J I I \ = r co 对 • 

曲面所界的域为 



^TZfXjU 5 3 1 ；r f u: fx 〗 

■ - ' • " • … • ― • — — ■ * 

5 6 4 2 2 8 * 

【4155】求密度为 p 的均质球 f + f ^ R - 在点 PU . y , 

z ) 的牛顿势. 

提示:假定轴（豸通过点 P ( j '. y . z ). 

解由对称性可知，所求的牛顿势与轴取的方向无关. 
MOd 轴通过点 ( x ，： y ， r ) 即得牛顿势为 

“Cr ， M)= 7 a — d _ = 

^ c 2 +y + (^- y ) 2 
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• 三重积分在力学上的应用 


第八章多重积分和曲线积分 


•R 

Hh 






dfd ? _ 

~r rf + (8 一 r)~ 


其中 y = 
利用极坐标 


v+y + y . 


可得 


pcosd ， 7j = ps\nO 



^ V^+rf + CS-ry 

= r d 4 ^— 

Jo Jo v /^ + C ^- r ) 2 

= 2 丌 Vp 2 + (5 — r) 2 I 


'R 

-j 


2tz( y R 2 — 2rd + r 2 —； S— r ) 

s / R 2 -2 r ^ + rdS 


— 况 + 内 I 


3 厂 


[(i? + r) 3 -| 尺 一 r I 3 ] 


4^ 3 - + 2rR (r>R) 9 


4r+R 2 


因此 


「 R i , , \ 2Rr (r>R). 

u(x.ynz) = ^ 2n( VR~ — 2rS + r 2 _| 8 — r |) 

—R 


— TlR 3 f)o ( 厂〉尺）， 

= 3r 

； 2 nfX ) ~ + 〆 )(r ^. R ). 

【4156】设密度 0= /( 尺），这里 / 为为已知函数且尺 = 
€ + T 2 + ? 2 ，求球壳层祀<€ + 7 2 + ? 2 在点户 的 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


牛顿势. 

解取（茗轴通过点 PCr ，： yd ) ，则牛顿势为 
u ( x ^ y , z ) 

/(y^+^+ 3 2 )— ^ 幽參 - _ - 

^ 2 +rf+{8-r,y 


其中 r 0 = Vx 2 + v 2 — e L> . 

利用球坐标即得 


u ( x ^ y ^ z ) 


• 2n rf 

d(p d<p 
Jo r J _^ r . 


R \ 4 — 2 rr 0 sin 0 


dr 


cos (/ d(A 




dip 


2 ttI V /( r ) 

R l 


rR 2 

2 tt V /( r ) 
J «1 


rr 0 


V r 2 + ro — 2rr 0 si 


\ r\(p 


dr 


_JL 

? 

i * 


- (\ r — r 0 \ — r — r 0 ) dr 

^ o 


4 丌 


• r 2 


r /( r)dr 当广 > 


4 丌 


• R 2 己 

ro 


r 0 


/( r)dr 当厂>厂 0 , 


因此 u ( x 9 y , z ) = 47 rj ^ /( r ) min ^» rjdr . 

【4157】求密度为巧的圆柱体 f + 在点 

P (0,0， z ) 的牛顿势. 

解利用柱坐标，得 • 

rdr 


r 2 


u ( j ： 9 yjz ) 


27T|OoJo Vr 2 + (<J— z) 


Vr 2 + (8- z ) 


dd 


^po 


_ Va 2 ( d ~ z ) 2 —I d — z |] d ^ 




•三重积分在力学上的应用第八章， 


2平 I 


vV + U+^ln | (S-z) 
_ Z L 

V + u 卜 - ( UU ■丫 

2 Jo 


[(>){(h — z) Va 2 + (h — z) 2 


^ TP ' + aMn 


h — z + Va 2 -{- (h — z) : 

- z + y ^ r ? 


- [(h-z) I h—z |+Z U 


【4158】质量为 M 的均质球 f + f + f < K 2 用多大的力来 
吸引质量为 m 的质点 P (0,0， a )? 

解引力在 ar 轴和化轴上的投影为零，即 x = y = 0 ,而 
在 Cb 轴上的投影为 

7 = hnpr 01 ― (d-^^rjdS 


f 


Lf+rf + (d-a) 2 ^ 


rn r2n r vW 

bnp 、、 — a)d5j d^J 

/ 1 

2 丌知叫只 (卜 “)(1^ 二 a I 

rff 「ff 

~ sgn (5 — a ) 必一 j — 


_rdr_ 

[ y + u ] 号 

_ i 

yR 2 -2aS+u : 

(d-a)dS \ 
v / i ? 2 -2^+ a 2 J ， 




其中 


_ 3M 
^ _ 4^* 

我们这里只考虑 a > 0 的情况，对于 a <0 的情况可同样 


考虑 • 


当时， 


J ^wSgn(5 —a)d^ =—J =— 2R. 


当 0< a </? 时， 


[ sgn(S — a)dS =— f d^+ dS =— 2a, 

J~R J -R J a 
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米多维 奇数学分析习题全解(六) 


1 : 


(8 — a ) d ^ 
l 2 -2 aS + a 2 

R 2 +a 2 -2aS-(R 2 +a 2 ) 
丄尺 VR 2 -2aS+a 2 


dS 


[ R Ad 

VR 2 -2aS+a 2 

VR 2 + a 2 -2aSdS 

LUJ -R 


R 2 -a 

2 u 


2 CR 


dS 

R VR 2 +a 2 -2aS 


。士 (/? 2 + a 2 — 泌号一尺 


[ f ~ 2i? ^ 尺时 


4 a 


因此，当时 , 


当 0<a<R 时， 


'Zizkmpo (— 2R — + 2K) 


4 丌 


oknip^ 


=— 


kMm 


当“</?时， 


2-Kkmpu (― 2a + 与 ) 


nakmp, 


kMm 

~R~ 


【 4159 】求密度为 p 的均质圆柱体 f 
对单位质量的点 P(0,0,z) 的吸引力. 

解由对称性知，引力在 Qr 轴和 Oy 轴上的投影为零 ，即入 
= 7 = 0,利用柱坐标，得 


h JJ d 


一 if 4 
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. 广义的二重和三重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


27T^Ojj 


• • 

L. V r -hz 2 y/r 2 + (h — z) : 


= 2nkp ,： [ Va 2 -\-zr — Va 2 + (h 一 sO’ 一 | z | + ; h—z |]. 

【4160】若球面半径等于 R ， 而球锥体的轴截面的角度等于 
2 a . 求密度为 a 的均质球锥体对位于其顶点的单位质点的吸 
引力. 

解由对称性知，引力在 Cir 轴和 Qy 轴上的投影为0,即 X 
=V = 0. 利用球面坐标得 



(x 2 +y 2 +z 2 )^ 


dr d^yd ： 


Hie 

如 J 0 I 


rj 

\ipdip 


dr = knl^posina, 


§9. 广义的二重和三重积分 


1. 无界域的情况 

是连续的，则 定义： 


若二维域 (7 无界，且函数 /( u ) 在域 Q 


|| 7 (.rf^^dj-d.y = 1 imjj/ (s 9 y) dr d^y • 
n n ^\ 


① 


其中 a 为可求积的有界封闭子域的任意序列，它可盖满域 a 若 
右边存在极限且与序列 a 的选择无关，则对应的积分被称为收 
敛，相反则被称为发散. 

同理，定义在无界三维域上的连续函数的三重广义积分. 

2. 不连续函数的情况若函数 fCr . y ) 在有界封闭域 fl 除 
P ( a , b ) 点之外都是连续的，则 定义： 


/(x^y)drdy = lim j| /(j'odclrdjy ， 


② 


其中 R 是点 P 的 e 领域，且在存在极限的情况下所研究的积分称 
为收敛，相反称为发散. 

假定在点 P ( a , b ) 附近具有 等式： 




吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


/( u ) = 


其中函数 cp ( x . y ) 的绝对值介于川 > 0和 M >0 之间•且 
r = y ix — a ) 2 + (y — b ) 2 ， 

得出：（1)当 a < 2时，积分② 收敛； （2) 当2时则发散. 
若函数 / Cr ， W 有不连续线，同样可定义广义积分②. 

不连续函数广义积分的概念很容易引申到三重积分的情况. 

研究下列具有无界积分域的广义积分收敛性 （0 < m < 

I < p ( x 9 y ) I ^ M < + oo )(4161 ~ 4165). 

141611 J 

s 2 +y 2 >\ 

解因为 


m ^ 1 ( p ( x 9 y ) I < M 

(TTTv^ (x 2 -^y 2 y^ (x 2 +y>^ 

而广义重积分收敛的充要条件是绝对收敛，（证明见菲赫义兹者 
《微积分学教程》第三卷588段).所以，积分 


与积分 



< p ( x ^ y ) 

U 2 ^y z V 


drdjy ， 


J 2 ^ Cr4/) ㈣ ， 

有相同的敛 k 性.利用极坐标可得 

x 2 +jf 2 >l 

当户〉1时， 

+ CO 当 /><1 时， 

因此，原积分 JJ 当/>> 1时收敛，当/>< 1时 

x 2 +y 2 >\ 

发散 • 
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• 广义的二重和三重积分第八章多重积分和曲线积分 


141621 n 

解 n :< 


_ drdy _ 

(i+l x |o(i+| 3 ； h) 

drdv 


(1+1 x 10(1+1 ：y I” 


广 dr 

J-oo 1 +| ：r I 


p dy 

J — o 1 +| 3； I 






故积分 



dr 

YT 7 p 


当 />> i 时收敛，/时 发散. 


晒积分 £'■ 卷，— 〜〉 m 收敛，当…时发散，且注 

意到广表与 r 泰均不为 0 . 


故积分 n 二 nrrr ^ y ^ ， 当且仅当户〉 i ， 且 
y > l 时收敛•其它情形均发散. 


【4163】 


0«1 


y(jyy) 

( 1 + a ： 2 + y ) 


解积分 
有相同的敛散性.而 



d +^+ y > 


drdy . 


drdy 与积分 


i 

0^><； 


drdy 

d +^+ y > 


drdy 

(l+x 2 +y 2 y 


ff drdy _ f 1 , f 4 - dr 

= «r ( i+,+w 

当 0<： y < l 时，若/>>0,则有 

•一 dr < 广 dr < p __d 

Jo (2+*r 2 ) 广 Jo (l+y+y ) 户 \J 0 (i + 


•i r+oo 

J 。 叫一 

or 


•+C« 

Jo 


• 4 oo 

< 

Jo 


dr 

( iT^y 


所以 
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0 


dv 

( 2 + x 2 y 


< 


o«i 


<2 

( 


drdy 

(1+/+/)， 

dr 

(1 +W 


若/ ><0, 则有 

dr 


r-toc 

2 

Jo 


(1 +w 




«1 


<2 

<： 


drd‘v 

( i +: 2 + y )， 

dr 

(2 + W 


lim 


(1+ x 2 )， 


lim 


(2 + x 2 ) 2fi 


因此，当 2/> > 1 即 /> 〉 I 时，原积分收敛；当/> < I 时，原积 


分发散. 

【4164】 I __ 

解由对称性知 

(T drdy 


(p>0,q>0). 






drdy 

?+ y ， 




drdy 


+ 4 


drdy 


+ y p JJ x p + y q 


其中 Hi = {(x.v) I + 1，〆 + y < 2 }， 

0^ = {(j *，)，） 丨 x ^ 0 ,^ ^ O^x + y ^-1 ^ + y ^ 2 K 
令 f 2 .x = { ix,y) I x ^ 0 , 3 ; ^ 0,.r p - 1 - y q ^2). 

显然 n 2 匚 n 3 , 而当 x > o ,： y > o 且分 +y > 2 时必有了+汐> 
1 •事实上，若 T + ： y < l ， 则0<1<1，0<}<1.所以0</< 
i ， o<y <1 •从而 〆 +y < 2 ,矛盾•所以，故 n 2 = a . 
由于 a 是有界区域 • 故原积分的敛散性取决于广义积分 


dxdy 
x p +y q 


的敛散性.作变量代换 


cos^ (p • 3» 


. 1 

sin 〒 
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•广义的二重和三重积分第八章多重积分和曲线积分 


D(x,y) 

D(r，<p) 


—sini - 1 ( dcos ^ cp. 
PQ 


积分域 n 3 :0 < 9 < 号， A < r <+ CXD. 


所以 u 


drdv 4 f? 
p +y q /^Jo 


f 2 ， C^ 2 o 

L — 


由 3856 题的结果知 


J sini 1 (pcos^ 1 cpd(p = "2"^ ("^ f "^ ) (/ >>0，g>0)， 


而当言 +f — 3<—1 •即古 + 含 <1 时积分 3 dr 收敛; 当 

钤吾-3>-1.即 »1 时，积发散. 


因此，广义积分 


d rd v _ 

rrp+i：y 卜 


当且仅当++ 丄 <i 


时收敛. 


【4165】 


siiLrsmv」j 

(7 T ^ drd ^ 


^+-y> 1 


解 


^ v>l 


siarsinv 
( x + v )" 


cLrdj 


丄 ， ccxs(jt —‘y) — cos (: r + 
2 ^ — U + y )^ 

j^y>\ ^ 


drdv. 


令 T + ：y 


U,x — y 


+ V 


U — V 


从而 I / 1= TT •则积分域变为: W> 1， 一 w <+ w •所以 


V>1 




1 |T cost； - 

ill u 


cosw 


dudv. 


对于任何 P R u > \ . 



COSI； 一 cosw 


cb 发散.闪此，原积分 


发散 • 
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【4166】证明 ：若连 续函数 f ( x , y ) 是非负值，且 SJn 
2•…）为有界封闭域的任意一个序列，且可盖满域 S; 则： 


1， 


IrfU ，）OcLrd^y 


lim||/ 


( x , y)dady 


ji : 屮左边与右边同时有意义或同时没有意义. 

证取定一有界闭域的序列满足 S \ 匚 S、 匚…匚 

C； …匚 S 且 _U = S . 由于 / Cr,：y ) 在 S 上非负，故积分序列 


f ( x , y ) drdy 是递增的，从而极限 


f ( xjy ) dxdy . 



① 


存在(有限或 + oo) .我们要证 


lim J/(x»^)cLrd^ — I . 


② 


设/为有限数，任给 e > 0,存在 N， 使得当〃 > N 时，恒有 


/-€< 


/ (x^y)(Lcdy < / + €. 


又因为 JijnS,, = S ， 故存在叫，使得当时， S w (包含 W.v . 从 
而，根^上式及 f ( x , y ) 的非负性有 


1[/ 


( j ：, y)drdy ^ /(j',jy)drd < y > / 一 e， 


另一方面，对每个固定的〃(>〃。），必存在一个充分大的怂 
使 SY =) S n . 于是有 


JJ/(x,^)drdy< f[ 

S n 

n 

由此可知，当%时，恒有 


/ (j-^)drd^ < J + e ， 


/-e< 



(: Tf^Odrdy < / + e ， 


故②式成立. 
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. 广义的二重和三重积分 


第八章多重积分和曲线积分 



若 J =+03, 则任给 M > 0,存在：^使得 


f(x,y)dj：dy > M, 


又存在 A ，使得当 w 彡〜时，恒有 S .、 〕 S 、 ，因此 

jl/Xj’jOdrd^y > |[ /(j'» > y)cLrd > y > M, 

、 S - v , 

即②式成立. 

【4167】 证明： 


lim sin ( j - 2 + y 2 )drdy = 7 r 

ir-^^ Jt 

I 尨： 


但 


lim 


sin (: r 2 + y ) drd.y = 0 


U 为自然数). 


证利用对称性有 


sin(x 2 +y)drd^ 




s\n(x 2 + y 2 )dx dy 




4 丁 d.yj (sirLr cosy 2 + cosj : 2 siny )dr 
4(|* cosydj^J siar 2 dr ) 


+ 4( [ cosj : 2 dr ) (J sinydy ) 
= 8( [ cosx 2 dr ) (J siar 2 dr ). 


根据 3830 题的结果有 


sinj :> cLr 


2 dr 


2J2 9 


从而 


lim 


cow 2 dr 


lim si 

0 


dr 


▲ 

2^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


因此 lim |! sin(x J + > y ? )cLrdjy 
利用极坐标，有 


v/tt Vtt 


2 72 2/2 


sin(x 2 + y 2 )drd^y 


<2 a 




’ V 2 nu 


rsinr 2 dr 


TTCOSr 2 I f 


TT( 1 — COs2tT^) 


(" 


，2,…） 


lim 


sin(j- + y 1 ) ±rdy = 0. 




【 4168 】证明 ：积分 

r - y 2 


发散，虽然^次积分 


±x 


(x 2 +y 2 ) 2 


-y (Lrdy. 


0 


( x 2 + y) 


odv 


dv 




• 2 + v 2 ) 2 


dr. 


收敛 . 


证先证两个累次积分收敛 . 
因为 


0 


( j l> + y ) 


2 ^y 


_J 


2y # (x 2 +y 2 ) 

xl 1 I ‘ 

V + yM , 


2 


2 +y ) 2 


x 2 d.y 


f • ? + V 2 


2(1+P) 


1 ^ 「 

fy , — J 

iH 7 


2yHx z +y 2 ) 

dv 

2( x 2 + y > 


十 *y 


l)dy 
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2(/+ 1) 


•r 2 + r 


rwr 



Cr 2 +y) 


d 尸 — J 


Ar 

TT 7 




y 2 - x 2 
( x 2 + y 2 ) 2 


dr 


■ I 


(— 


r +7 


) d 尸子. 


因此，两 个累次 积分均收敛. 

下面证明积分 

ji ? ^^崎 ’ 

发散.为此，我们只要证明 

J 

发散即可.事实上，若①收敛•则积分 

rr ! x 2 - V 2 L . 


你•必1 

必收敛.从而 


Cr 2 +y> 


2 cLrdy ， 


•r 彡 1.«j 

收敛，即②收敛. 
由于 


fry ) 7 :心办 


① 


② 


(/+/) 


2 drdjv 


1>1 ；餘办 


利用分部积分法•可得 
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米多维奇数学分析习题全解(六) 


Cr 2 +y) 2 




2y{x 2 +y) 

y _ . 

2(^ 2 +/) 

7^\ + b 


f _ _ rAi _ 

i J i 2y 2 (j： 2 + y) 

一「 _^_ 

Ji 2(?+ y ) 


^ T \ 4 ' i) dr = f - arctann 4 - l ,nn - 


从而 lim /,, =+〜. 即②发散，因此积分①发散. 

n-^oo 

计算积分(参数是正值 ）（4169 〜 4174). 

【 4169 】 IT 砂 




解由于被积函数非负，故 


「「 

JJ 、， 


r m: ^ 


一 零 

当 9<1 时， J7 贫发散 

当1时， 

p dv — 广 1 

J + / 1' 

当户<7时，积分发散 


q 


丄 _ r ° cLr 
- lJi x^ x 


当/ >> g 时, 


1 p dr 

^Ji x ^ 1 


(p-q)(q-\) 


综上所述，可知，当/ >>g> 1 时， 

T dxdy _ _1_ 

丄 ( P -q)(q-iy 
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•广义的二重和三重积分 第八章多重积分和曲线积分 


【4170】 


drdv 
(•r + W 


由于被积函数非负.故 


■ 



cLrdv 




当/><1时，积分发散 • 
当/>> 1时， 

.恤 dv = _ 
• i-*r (x + y) p 


\-j (j* + jy) p 


dr 

. o t) —* 1 


【4171】 


/ >-1 
drdy 

1 — J 2 — 


(i + ： y) 广 1 


利用极坐标，由于被积函数非负.故 


「 drcjv 

a 一 父 


广 4 

Jo r Jo JY 


2丌(一 y/l — r 2 ) 


【4172】 


drdv 

( x 2 +y k . 


解利用极坐标，由于被积函数作负，故 

cLrdv = [ U A r_dr 

丄 Cr 2 + ： y 2 K — Jo 4 P 


P -1 


2兀. 


< P 



当/ >>! 时， 

oo , 当 户<1时. 


【4173】 


drdv 


解 因为南 >0，由_题的结论知 ，二 重广义积分的 


205 



吉米多維奇数学分析习题全解(六) 

敛散性等价于二次积分的敛散性 a 


[[ U > L :+, 


dv 


= 21 cLr 

o 


每 

-r 


了 4 + y 


x 4 +y 


arctan 


= c -? 

-j[|-arctan(l+^)] 


JL 

o 

厂 


r =+^ 


十 2 


x 


( 1+ ?) 


;cLr 


cLr 


• r 4 + x 2 + 4 


设“ = v >/2 — 1,6 = ^ ■，则 


x x + +— (a* 2 +^_) — (72 — \)x 2 


(x 2 +b) 2 -Ur) 2 


所以 


2 +ax+b)(x 2 -ar+b) 


2ah L.r : 


J •十“ 


x — a 


+ ar +b x 2 —ctr 


2x 


a 


a 


2x — a 


4a/) Lr + clt r-b j - -¥cu: -\-b jc — cu' 
_ ^_1 


0 


‘r — ctr +/;J' 
dr 

•r 丨 +x 2 +-|- 
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dr 




广 义的二重和三重积分 第八章多重积分和曲线积分 


2 - 
\a!)J 0 Lr 


2.r + a ； _ a 

2 +ar+b~x 2 +CLT+b 


2x — a *_ a _, 

— oj *+6 : r 2 — or +/，」 


— 1 I lx 2j tax+b\ 
二 \d) \x 2 -CLC+bJ 


U 


^=arctan 

\b — cr v Ab — a 


+ - 2 -： arctan 

J\b — or J\b — 6 


㈣ 


1 • 2 tt 

A,) # JXb^a 


2b v /\b — a' 


•上. 上 

J 2 V 72 


(72 — 1) ^2 • v / 7 ^+T 


因此 


dr 


^+^ 2 + 


、/^ • vVf 


7c v 2(72 一 1 )• 


【4174】 


dr cl v. 


由于被枳函数非负.故 



V, d.rdv 


dr 

0 x 


e ' dj e 3 dy 

r 




J •(- 


dx 


变换为极坐标•计算积分 (4175 〜 1177) 


[4175] | 


y drdv. 


解利用坐标，由于被积函数非负，故 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




Hi: 


dxdy 


t 


I ： C- 


rdr 


2 K (—h— r2 )l 


•+oc r-Hx 

【4176】 e 

—oc J — 


cos ( x 2 + y 2 ) drd ^ y . 


解 由于 

I e~ ( " 2 ^ 2 ) cos(x 2 + ： y 2 ) I < e 七 2 


r ： \^' e - ( ^ 2) dxdy . 

J —oc J — x 


收敛•故 


n 


9 cosia 2 + y 2 ) drdy ^ 


收敛，从而利用极坐标有 


[[e ’) cos (: r 2 +y ) drd：y 

J ■ QQ J QO 


f2n f+oo 2 

W 。 re ， 


cosr 2 dr 


sin / — cost 


(_1) 2 + 1 2 


)1； 


9 +oo 

7T 

Jo 


cos / d / 


【 4 i 77 】 n : e (r ~ * v 2, sin ( j * 2 +y Jclrd ^. 


解由于 

|e- (j2 ^ 2, sin(x 2 +r)l< 


而积分厂[>(〜 2> 心办 

J —^X：J —X 


收敛，故积分 


n: 


.-(X 2 I 


’ sin ( o * 2 + y 2 ) drdjy ， 


收敛，从而利用极坐标有 


广 P e-<^ 2 >sin(x 2 +y)^ 

J —oc J —oc 


f2ir C^o 

L d 4 o re_r 


sinrdr 


7T 

Jo 


e _/ sinrd / 
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• 广义的二重和三重积分第八章多重积分和曲线积分 


( — sin/ — cost \ f= — 

n I (—1) 2 + 1 2 e / f=0 


jr 

2 . 


计算积分 (4178 〜 4180). 


141781 n 


2 dj ^ 2 ey ^ f ( h'dy 


其中 a <0, or _6 2 >0. 


解 因为卜令 + > •则 


其中 


< p ( jr ^ y ) 


ax 2 + 2/xry + cy 2 + 2dr + 2ey + / 

a (^ + ^ + 5y) + ^y 

+ 2dr + 2e^ + / 

a[s + ^y)\^y^2Ax + 2,y + f 
at 1 + —y 2 +2d(/ — | > y)+2e > y + / 

4 2 、 +5)4 + f[" 




—^ bd)y + 


(ae — bd) 2 


]- 


(ae — bd) 2 
ad 



f — 


_ (ae —Ad) 2 
^""""" 


[_af(ac — 6 2 ) — d 2 (oc — b、 2 — (ae —6d) 2 ] 


= — [_acf — b 2 f— f d 2 — 


f- 26de] = ♦ 

o 


这里 


be e . 
d e 厂 


作变量代换 
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士 


米多维奇数学分析习题全解(六) 


u = V— (IX + h 」一 a y + 


d J— a 


S_ I _ 8_ ae — bd 


① 


(p(j ： ny) =— u 2 — V +/?， 


D(x^y) = 1 

D(u^v) D(u ， v) 

D(x,y) 

因此，利用 4175 题的结果有 


T 8 


> 0 . 


厂厂 f cLrdjy 




dudv 


s/S 


【4179】 


( 夂 女 ） dx dy. 




x = arco^p^y = hr sirup. 

故积分域为 

0 ^ ^ 2 tt » 1 ^ r <+ oo . 

由于被积函数非负，故 


(’ ）cLrdjy = | dp abre dr 


rf ^ 1 


2 W,(H 


nab 


【4180】 xye ( i ^ ti 4 -)±vdy (0<| e |< 1) 


令 


arcos(p^y = /tt sirup. 


则有 
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• 广义的二重和三重积分 第八章多重积分和曲线积分 


/=rr^e- ( ^^ ) dLrd^ 

J ― M J ― oo 

= H + “ 2 6V S in2f ’ (卜 ㈣ Mrdp a 

又 I r \ sin 2 ^- r2ci ^ v I < r 3 e V(, - ,fi, , 

而 J J r^e rn c } drA(p = | d^j" r^e r (l k ’dr 〈 +oo, 

故①中的二重广义积分收敛，所以 


① 


+u 2 6 2 sin 2^J ( Ve r2<lT,s,n25?, dr t 




e -r Z (li •卿 


He 


/e "/ <l+tMn2 f > 




2(! +€ sin 2^) 


d /' 

■ 


L __ f 

Esin2<o)J 


4<^- 


2(1+ £sin2^)J o 


2(1+ esin2^) 


M: ( TT ^^ 
X ( l + ts ^) 2 ^ 


d 0 




= 丄 「 2 買 sin2g 

1 U (\+es\n2dy° 

^ J_ 2 r ：\[ A： sinddO _ f*? sin^d^ 

2 U Uo (1+esin 夕 ) : ， Jo (1 — esinf?) 

f sin ^ d ^ 
o (1 -\-es\nO) 2 

一 £ I ) L1 4-esin/9 (1 +es\n6) 2 


② 


nd (1: esin/9) 


^ d 0 






— ecosw (1 + ecosw) 


7 :山卜 


同理，有 


’f_sin^d0__ 

Jo (1 — es'inO) 2 


H:[t 


ecosu (1 — ecosw) L 


d ". 
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而由2028题和2063题的结果及推导过程知 
当 0 <| e |<1 时， 


dr 


ecosx 




.a ret an 


( V & 營) +c ， 


dr 

(1 +ecos^) :> 


_gsiar_ 

(1 —£")(1 -r ecosx) 


(1- e 2 )^ 

sin ^ d ^ 

Jo (1 + esin0) 2 


rarctan 


(原 


tan 


)+c 


I 

e . 


e L >/! — e 2 


arctan 




(l-e 2 )" 

4 sin ^ d ^ 
o (1 — esinf?) 

—丄厂 2 
—e L/TT7 


t arctan 


vTli] 


arctan 




(l-e 2 ) 


arctan 


/T± 7 ' 

Vl-e/ 


从而，由②式可得 


2 b 2 


▲ ▲ 
vr=v "~(i-e 2 )i 


arctan '/ ■ : + arctan 


屑 ] 


而对任何 x >0, 有 


arctaar + arctan 
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• 广义的二重和三 重积分第八章多重积分和曲线积分 


因此 


2 b 2 






nea - lr 

2(1 — e 2 ) 音 • 


研究不连续函数 (0</ m <| q >( x . y ) |<\/<+ oo ) 的广义二 
重积分的收敛性 (4181 〜 4185). 

【4181】 I 1 其中域由以下条件 确定： 

I ^ I < j* 2 ； I 2 + y < 1. 

解积分域 n 如4181题图所示，利用极坐标•并注意到被积 
函数的对称与非负性及积分域的对称性有 



4181题图 


IT drdy 

JJ: 2 +y 


ri 

I d(p 
Jo T J ^ 
^9 


dr 


In 

SllUp T 


其中 5 为 4181 题图中 CM 与 ar 轴的夹角.而 


cos 2 <p 


LUO 

2 -jl In : ~ • 

i- i i cos "(p i- I (£_ \ ^ sin 少 

• In —~ x = lim • cos<p • - 

s,n ^ ' sin^/ / cos 2 y \ ~ 

\ since / 


s \ r\(p 


sin ^ 


故积分 D n 收敛,从而，原积分 jj 


S\U(p 


djd 3 / 

p+y 


收敛 • 


【4182】 


由于 


<p(x 9 y) 

(•r 2 -\~xy + y 2 ) 


; drd > 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


x 2 +. a+y 


U 2 +y 2 )+-^U + y) 2 >0 


(当 ( x ，)，） 关 (0,0) 时）， 


故当 （ i ， v ) # (0,0)时, 


< 




(•r 2 + a*) + y) 产 、' (j* 2 + xy + y 2 ) p 


< 


M 


^ ( x 2 + xy + y 2 y J 

而广义重积分收敛必绝对收敛.故积分 


cp ( x ^ y ) * 1 

丄 (x 2 lxy+y 2 y ±rdy9 

r ^ y 2 ^\ 

与积分 J ^ TPri ^ yy ^ 
有相同的 k 散性.利用极坐标，并注意到 


与积分 


drdjN 


七 V 2 <1 

dd 


- {-.Ty+y 2 y >0 ' 
cbdy 


( x 2 + xy ^ y 2 ) fi 


n 


c 矽 


dr 


(l+ysin20) ，，J ° 


而 P - r 一~ r ? 为常义积分， 

Jo (l+ysin20) 


「 4^=h(\-p) 9 当户时， 

J 0 1+ m , 当/ 时， 

因此当 /> < 1 时，原积分 收敛； 当 p > 1时，原积分发散. 

【4183】 !J , ^ ,, (/>>0, 9 >0). 


【4183】 I , 1 

Ul+:jrt<l 

解由对称性知 


(p>0,q>0). 




drdv 




drdv 

P +)， 9 



•广义的二重和三重积分第八章多重积分和曲线积分 


cLrdy } T drdy 

P+y T 」〆 + 


?+ y ， 


① 


其中 ^ = {( x , y ) \ x ^：0, y ^0, x + y ^ Ux fi + y ^2^}, 

0,2 = {(JO ，） I •r>0 ， > y>0 ， j'+ < y<l，*r 广 +y/<2 ")， 

令 n 3 = {(^,y) I x^o,>^o,^+y <2^. 

易证 a > = a ，由于函数在 n , 上为连续函数，故 J 

ft i 

为常义积分，因此，广义积分的敛散性决定原广义积分 
的敛散性. 

八 1 1 1 - 1 

令 x = rp cosp ( p^y = sin ^^ # 

Ml! sini-^cosi 一 1 心 

D(r 9 <p) 


N 


sin/> ^cos 


且被积函数非负，所以 
「「 drd ^ = 

JJ ?+y/ 


4 f 号.： 
sin *， 

/ x/Jo 


2 

cpcos ^ 1 cpA(p 


i /2) 


rH _3 dr , 


由于当/ >>0， g >0 时， 


s i nf - 1 pasi 1 一 = + B ( + ，士 ) • 


而积分 J 


❿、 ” J ‘[ 3 dr : 


^ + 1_3>- 1BP 1 + 1> 1 ^. 


+ 吾 -3 <-l 即士+含< 


1 时收敛. 




分发散. 


141841 £ 1 ： 


由于 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


• X — y \ p I x — y \ p I x — y \ p ' 

并注意到广义重积分收敛必绝对收敛知积分 
与积分 f f _ p 有相同的敛散性.由对称性知 

J 0 J 0 X — V ' 


f fl d^dy 
Jo 丨 X — y I 

[T clrd 
J oJ 0 X —， 


有相同的敛散性.由对称性知 


•y I 


2 i[ 


cLrdy 
r — y) p 


作变童代换 W = = X — y . 则有 


cLrdy 
(jr — y ) 


当时, J : 赛发散 • 


W : 萝 • 


当户 <1 时， 


所以 


dv 
. o v p 

JL 


\-p w 

cLrdy = 「 _1_1 

(x — y) p Jo \ — p u ,r 




du 




因此，积分 n 当 p < 1 时收敛;当 i 时发散. 


【4185】 


解由于 


cp ( x 9 y ) 

(\- x 2 - v 2 ) p 


drd ^ y . 


m 〈 1 (p(x,y) I < M 

( l - P - y ) 广 ( l - x 2 - y 2 ) p ^ (1 一 x 2 -/)， 

而广义重积分收敛必绝对收敛，所以积分 

(T <p(x 9 y) . I 


j 2 +_v 2 <i 


(1- X 2 - v 2 )^ 


drdy ， 


与积分 


_cLrdy_ 

(1- x 2 - v 2 )^. 


有相同的敛散性.注意到被积函数 
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9. 广义的二重和三重积分第八章多重积分和曲线积分 




> 0 , 


并利用极坐标•可得 


clrdv 


I (1— r 9 一 


\ y^o n^ dr 




r 2 )^ 


dr ， 


而 


把 (1 — r ) p n ^ 7 y 


故积分 L 7 l ^7^ dr 当々 < 1 时收敛；当/ >> i 时发散. 


( pixjy ) 


JJ t (\- x 2 - y 2 ) p 


drdy 当 p < 1 时收敛 


综上所述，积分 
当 P>1 时 发散 . 

【4186】 证 明：若 （1) 函数 #： r ，： y ) 在有界域 
: y 是连 续的； （2) 函数 / U ) 在区间“ < x<A 是连 续的； （3) 

/><1 ，则积分 : 

• A rB cp(x,y) 


clr 


nx)-y k 


d ： y 收敛. 


证若 

/([ a , A ]) n [6 fB ] = i >. 
( p ( x ^ y ) 


则被积函数 




/(O') — y \ p 
cp ( x ^ y ) 


在 [“. A ] X [>， B ] 上连续，故积分 


办存在. 


I /⑴ 一 : y K 

下面讨论 /( i >， a ]) n o ， b ] 关多的情况，此时积分为瑕 
积分. 

因为 pCr ，： y ) 在有界域“<了<八，6<5<6连续,所以，存 
在 M >0, 使得丨 < p ( x , y ) |<級从而对任一固定的: r , 设 /(* r ) 6 
[6, B ] 


B 


y ( j ，_ y ) 


^ I /( x ) — y\ fi 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


CH 

< 

b 


r 


I /(，）一 y i p 




M 


{[/ ⑴一幻十 1 + [B — /( 了)]卞 1 } 


由于户<1，故 [/( j ：)— 6]^，[13 — / Cr )]， 在[“， A ] 上连 

CA \A 

续，从而 ⑴ 一 幻卞丨 +[B —/Cr)]—〆 }dz. 收敛，因 

J a 1 — P 


CA fH 

4 L 


Ja 1 — /> 、一 

H cp ( x , y ) 
b I f ( x)-y K 


dr 收敛，从而 f 

J a J b 


(‘r ， 


/， I fix ) — y l A 


d^ydr 


收敛 • 


计算以下积分 (4187 〜 4190). 
【4187】 !| In - (h 

i 


r O I O 

f +r 


drd ). 


解由于被积函数非负，故利用极坐标并化为累次积分得 




ln 


.: K dr ， 


~ 2n \ / lnrdr =_ 2 jr (f ,nr [~L i dr ) = f- 


_ 8 】 W 。 

■ I> 1： 


(a — x)(x — y ) 


( a >0). 


、 u 2 A 


(a — x)(x — y ) 


令 

则有 


au. 


2 ^ ■ dr = 2a\ w 才 （1 —— u)~^ du 


o 


2 叫音，士) 

2 a • 各 ( y ^) 2 


2 a 


厂(音)•厂 (+) 


厂 (2) 


所以 


n x 

dr 

0 0 


(a — x)(x — y ) 


tzu , 
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• 广义的二重和三重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


【4189】 


Insi 


in (: r—jOdrdj ;， 其中域 n 由直线 、 v = 0，y 


•r = 7T 围成 • 

解作变量代换 

a . = w + v^y = u — v . 

则丨 / 1=2 ，积分域变为 ^(^ 平面匕的 0 、以由直线 《=- 
0^ + 1= 7T 围成 . 并且，被积函数非正，故可化为累次积分 

所以 If lnsin(*r — ^Odrdy = 2|| lnsin2r(l“ck/ 



r 考 
> * 

0 


Insin2^dw = 2 (7r — 2v)\ns\n2vdv 


21n2 (7r — 2v)dv+ 2 (7r 一 2i;)lnsindi; 


+ 2 ( 兀 一 2v) lncosuch; 


: 2 ln2 —^-ln2 + 2| L (n — 2v) lnsim;d*i；+ 2 2/lnsin/d/ 

L JO 0 


ln2 + 2n2l lnsirwch ;， 


由 2353 题的结果知 
f" lnsim^di; 


士 ln2 ， 


因此 


2 

lnsin(^r — jOdrdj =— ^r\r\2. 


【4190】 ' - /(唆 二 . 

do ^ x 2 + y 2 

解由关于 （ ir 轴的对称性及被积函数的非负性，利用极坐 
标化为累次积分有 




drdy 




cLrd )， 

^+7 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




rf 

! coscpdcp 

o 


研究以下三重积分的收敛性(4]91 

mm III <p(J，V，Z) 


【4191】 


( x 2 +y + z 2 ) p 


4195). 


drdjdz ， 


这里 0< w <| cp ( x 9 y , z ) |< M < + cxd . 

解由于 

< p ( j ， y ，2) I / M 


(x 2 + y +z 2 r^(x 2 +y + z 2 v^(x 2 + y 2 + 之 2 )〆 

& 广义重积分收敛必绝对收敛，所以原广义积分与积分 

cLrdvd : -/ r * /./. />/* itu i / i - 


• 2 +y +： r 2 ) 炎 


冇相 ㈣ 的敛散性 


, 2 - fv 2 ^ 2 >l " 

由于被积函数为正，故利用球坐标 


可得 


x = rcot >< pcos ( p,y = rsin ^ cos0,2 

T dzd.ydz 

Cr 2 +/+ e 〒 


sinip . 


.2 , 1 


J 却 J • cos0d0 



4 丌 


dr 

J 2^2 - 


显然当/>〉 


，厂 _ 收敛;当 x 音时 ， J 


去发散 


因此，积分 



j >( x 9 y 9 z ) 
Cr 2 + y +# 


drd^dz * 当户 > 7 时，收 


敛，当/><妥时，发散. 


141921 



，（: T ， V ，之） 


? ( x 2 ^ y 2 + z 2 V 


drd ^ dz , 


这里 0</ w <| ( p ( jc ， y ， z 、 I < M <+ oo # 
与前题同样的讨论，知积分 


( x 9 y , z ) 


2 , 2 


， Cr 2 + y + Z 2 ) 


drd^ydz 



与积分 


. 广义的二重和三重积分 


第八章多重积分和曲线积分 


drdydc 

•又 （ X 2 +/+/)， 

夕 十， 

有相同的敛散性.而利用球坐标有 


/十， 



didydz 

U 2 + y 2 + z 2 ) 


% 2n rf • 

d(p cosipdip 

0 一專 r 


dr 

^ F 2 


o . 


当户 < 音时 ， J 收敛 ，’ h p J ■时，丨 发散. 故原积分 


当户< #时收敛否则发散. 


【4193】 





_ drdydg _ 

I x l p +l ^ \ q +\ z \ r 


(p>0,q>0,r>0). 


由对称性有 




_ cLzdvdsr _ 

IW+I «v h+l 

dxdydz 


s ^ O . y ^ O.^O ^ 

T ^ y ^ z >\ 

8 JL ~^^ + 


■r • 
8 ! 


dxd vdc 

十 y +〆 


其中 


={(xn 


n 2 


{( x ^ y ^ z ) x '^ Ony '^ Qnz '^ O ^ x J ry -\- z '^> l , j ^ + 3 ^+^ <3}， 
Ko -^,2：) x'^0.y'^0,z^0^x+y+z'>\',j J, ~\~f -\~ z ^ >3}. 


Cls !Cr ，： y ， 2 ) I x ^ 0,^ ^ O^z ^ 0,a^ +y +/ > 3 }， 

可证 a = a . 显然， / 为常义积分，故只须讨论 

n i 



_ ■ _ 




drdvds ： 




的敛散性.作变量代换 


x = pp cos ^ ( pcosPip^y 



z = p* sm^ip. 


cosp ^sinv 


sin 


rn ,, D ( x , y , z ) 8 • --i 

贝 IJ — —— x ~r = - pp v ^ *cosp <psinv 

Dip ， (p ， ifi) pqr T 

• sin ^ 1 0cos ^^ 1 0 . 

故由被积函数的非负性，并利用3856题的结果有 
ITT dxdydz 

JD p 〆 


X p + y + z r 


" sint 1 ^cosa • J 2 sin + ^ os 卞 v 


(pdup 




盖 • + B (+ ， 士) •+ B (+ 


积分+当 


f + f+f 一 3 <— i ， 


7 + t + 7 <^ 


时收敛，当 


f + W - 3 >- 丄， 


古 n + P 1 ， 


时发散.因此，积分 



>•1 一 ： >1 


_ clrdvd ^： _ 

I x l p +l ：y 卜 +U I " 


当古 + l + f <1 时收敛，当 古 + K ^ 时发散. 


• 广义的二重和三重积分第章 


[ 4194 ] rrr __ 

1 JoJoJo {ly-<p(x)J+lz-^x)l 2 y 9 

这里 0<m<| f(x,y,z) |<M<+oo 
而 p(J*) 和 ip(,x) 在区间 [0 ， a] 连续 . 

解由于 


< 


{Qy — 〆：)] 2 + [z —^( o *)] 2 }^ 

< _1 f(x 9 y 9 z) 1_ 

、< Ly — J*)] 2 + [z — 0 ( j*)] 2 } p 

< _ JA __ 

〜 {[：y — P(j)] _ ’ + \_z — x)y)^ 

从而，原广义积分与积分 

m a _ drd^dg_ 

o <Ly — (p(x)y + [ 2 ： — ip(x)y } p f 

有相同的敛散性.由被积函数 


{[V 炉 (：)] 2 + [z — ip(x)J) p ' 

的非负性，有 

m a _ drdydz _ 

0 Tl v — c?(x) I 2 + fc — Mx 


F(.r)dr • 


JoJoJo {iy ~ < p ( x ) ] 2 - 1 - [_z — 0 ( x)] 2 } p Jo 
其中 F ( x ) = JJ n {[ v -^.^ Z + Cc -^. r )] 2 }^ 

( 0 < x < a ). 

作变量代换 

u = v — 9 (j ，） • v = s : — ip ( x ) (.r 固 定）. 

uni QS.^sl = —— 1 —— = 1. 


D ( u . v ) 1 )( a ， v ) 

D ( v ， z ) 


从而，有 F(.r) 


若 p<i ， 令 




dudv 

( ir + v 2 )^ 


① 


C = max( ; (fix) I 一 i Mx) 1 ). 

O ^ r^a 7 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


则由①式知 


0<F(x) < 


< 


丁 d^dz; 

dwdu 二 j : 
(w- -\-iry = Jo 


r2n C /\ 



= rf 7 ’+‘.)] 2 ' 

即 FU ) 々界•从而 rF (. r ) d . r 是常义积分•因此此时积分 


•“ |.“ f “_ cLrdydc _ 

. oJo. o { _y — + [t — 0(x)] ? ) n ^ 

收敛. 

若 P > 1， 

I . 如果 

p (! o ，“ :） n 「 o . a :=彡， 

或 0([o,a]) fl [0，“]=彡， 

则 i[y — ^>( x)J + [: r — ( p ( x)y } p > 0. 

从而积分 

m a _ dxdydz _ 

o {[^y — cpix ) J + [z — ip ( jr ) J 2 ) p ^ 

为常义积分，从而收敛. 

n . 如果存在办 e [ o ，“] 使 0 <#々）<〜 0 <#了。）<“同 
时成立•由 #1) 及 0( x ) 的连续性知必存在 e > 0及闭区间7。匚 
L 0，“] 使得当 《r € 7。时恒有 e ^：< p ( x ) ^a — e * e ^：< p ( x ) <a — e . 
从而由①式知，当 1 6 /。时，有 


« 2 十， 

= ro — ° 3 

即当 xe h 时， f ( i ) =+ oo . 因此•积分 
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• 广义的二重和三 重积分第八章多重积分和曲线积分 


m u _ cLrdydg _ 

0 { — ^(x)] 2 4- [2 — 0(x)] 2 } P 9 

发散.综上所述，我们有积分 

m a _ f(x,y 9 z)drdydz _ 

0 { — + [2 — ip ( x)y } p ' 

当/ ><1 时 收敛； 当/ >彡1 时，若 

史 （[ 0 ,“]) n [ 0 ， a ] =彡， 

或 0([0, a ]) fl [0， a ]= 彡， 

则 收敛. 若存在 《r 6 [0 •“]使 0 < cp ( x ) 〈“且 0 < ip ( x ) < “ •则 
发散 • 

.【侧 I TTT ^ 

!x!^l* • , zi ^1 • 

解由对称性有 


【4195】 

i • : 丨 ^1 

解由对称性有 


『 cLrdvdg 

J 一卜十… 

? |T' dxclydz 

\ ^ A. . ^ I I + JV 一 之 l P 






drdy 


>+v 


dz 


x Cl • vi^l 


-zV 


K-r*.v<l 


drd ^ 


c\z 




- 1 ( x -\- y — z) p 


r - y ^\ 

= 2 /, + 2 / 2 . 

若户 <1 •则 

•七 

• -i ( x -\- y — z) p 

M dz 

• -1 (x y — z) p 


( x + y + l ) 1 ^ 

卜 P 

( x + y + l) , - p -(x + 




(*r + )，> 1 ) • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


故 


U 


1 一 


P \ r\^Uy 


U + y+\)^ p dxdy 




h 


P—l 


[(x + .y+ 1 ) 1 —。一 (x+y— 1) 卜户 ] drd^y ， 


oo < i .( 

此时 Ii ， h 均为常义二重积分，当然收敛.因此,原积分收敛. 
若/>>1，则当1 + 时， 


.r + ^ z) 


故厂 =+ oo , 又显然 J 2 >0, 故积分 


dxdvdc 


发散. 


i *r : d • • )• < 1 • : < 1 


x + y — z I〆 


计算积分 (4196 〜 4199). 

【機】- 

解由于被积函数非负，故 


m : 


drdvdz 
,r p y <l z 




i 




( l -/>)( l - g )( l - r ) 

(若 / > < 1 “/ < 1< 1). 

若或或 r ^ l ， 则 

PP chdydz 
J oJ < 


.r p y f/ z r 


[4197] 



cLrclvd ： 


Cr 2 +y+z 2 )” 


解利用球坐标并注意到被积函数的非负性•有 


drdyck 


2 2 


>i 


(^+ y +^> 2 


d(p 





dr 4tt 


[4198] 


cLr d yds 


一 


(l — j: 2 — y 1 — z 2 ) tr 
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• 广义的二重和三重积分第八章多重积分和曲线积分 


解利用球坐标，并注意被积函数的非负性，有 

一 _ dzdydz _ 

9 {\-x 2 -y 2 -z 2 y 




^ dr = 47C £^ T ^ dr . 


令 r = r 2 , 则当/> < 1时有 


L (i=W dr= — /rM/ = X 音 ， 1 _ p 


从而，当 p < i 时，有 



drdvd^ 




i\-x 2 -y 2 -z 2 V 


27rB ( 音 ， 1 — fi). 


若户>1，则 


n ( \ — t) p dt =+oo. 


0 


故此时 



十 v 


2 <i 


_ (Lcdydz _ 

(\-x 2 -y 2 -Z 2 ) p 


【4199】 I f 「 ‘ e 士 2+ ^- 2> cLrdjycb：. 


利用球坐标，有 


ra 


厂 <* r 2 


drdydz 


• 2 *r rf r+co . 

d^J ^ cos ^» r 2 e r ' dr = A-k 


re 


^ dr . 


令 r 2 = /，则冇 


L ^ e " r ' d -iL 心出 = +厂(音) 


T ^( i )= T - 


因此 


r：n 


(Lrdydz = . 


r^r r^c 

【4200】计算 积分： 

J ― co J —ro J ― 


• r ^ r ^ dridz 2 chr 3 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


其中 P(xi , x 2 * x 3 ) = ( a,j = Uj ,) 


为正定二次型 


解设 


A 


^11 

^12 

^13 

“21 

a 22 

“23 

、“ 31 

“32 

“ 33 , 


由于二次型 ，. rm 3 ) 是正定的，故由高等代数中关于二 
次型的理论知，存在正交矩阵 


使 




t\\ 

(\2 

^13 

T ： 

= 

tz\ 

hi 

/23 



hi 

hi 

^33 

% 



A, 

0 

T 

{ AT = 

0 

A 2 




0 

0 


0 

0 


① 


其中 A : >0， A 2 >0， A 3 >0,即存在(正交）线性变换 

)1 = ^11^1 + t n X 2 +/13^3 
<^2 = t 2 X x \ + t 21 X 2 + t Z 3 x \ 

了 3 = / 31^1 + t 32^2 +t 2 zX Z 

使得 P(xi 9 x 2 fX 3 ) = X \ x r \ + X2X2 + A 3 x / I . 

由于了正交，故 

D ( x \ ,xz fX 3 ) 


D(x 2 3) 


I 丁丨=士1, 


因此 


n:i 


e 


P(x l ^2- x 3 J dj 


cLr 


m 


e 


A 




再作变量代换 


x 




x 


v // a 7 


W 2 ，I 3 






• 多重积分第八章多重积分和曲线积分 


刚 D(‘r I，‘r 2， J 3 ) 

D(u\ ， “ 2 ，《 3 ) 

并利用 4199 题的结果有 


A1A2A3 


i::n 


3 dr / 1 dr / 2 (ir ， ： 


= , - 1 「’ r )如叙』吣 

v / AiAsA ；/ —— 

记厶= A I , 则 A >0 ,由①式知 

A — I A I = i 7 • T 义1又2又 3 = Ai A2A ： 

因此，我们有 


7 T ^ 

V Ai A2A3 


n 


cLr 


1 1 7T 


§10. 多重积分 


1 . 多重积分的直接计算 若函数 /( 

域 n 是连续的•域 n 可用不等式定义： 

X 1 ^ X\ ^ X 1 » 

上 ’2( 上 1 ) ^ ^2 ^ «r"2(*ri) • 


在有界 


， *r 2 ，…， JVi) < x w < ，了 2 ，…， .rvi ) • 

其中： r ' 与 . r "! 为常数和 / 2 (了 1 )， 1 〃 2 (文 1 )，”，了\(了 1 ，了 2 ，-"， 

为连续函数，则相应的多重积分可以按 

照下式 计算： 

1| … 丨 /( 々，了 2 ， .. 、 i”)d‘r!cbv-.cLr,,. 

^ x \ Jx 2 (T l ) 

2 . 多重积分中的变量代换若 1 ) 函数 / Cr M . r2 ，"、 A )^ 
有界可测域 n 是一致连续的; 2 )连续可微分函数 

•r : = (pSU:， …， D (/• = l ， 2r“w )， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


可实现空间的域 n 双方单值映射为空间 …^的 

有界域^；3)函数行列式 

r = D(j^\ ， J 2，."， J ~”) 

— 0(6，^ ，…， 乞）， 

在域 n ' 几乎都保持符号不变(零测度集除外).则下式是正 确的： 

, x 2 »--, x n ) dridr 2 B -- dr w 
n 

= K/(pi ， 朽，…，％) I , I 你 d 色… d &. 


n 


特別是在变换成极坐标 ( r ， p ，％， …，％ 1 ) 时，按照 公式: 


了 1 


了 2 


rcosp " 
rsmcpi cos ^2 


有 


•TV-i = rsin^! sin^>2 - *-sin95 ;/ -2COS^ 

oc n = rsin^i sin ^2- ## sin^, r 2 sin^-1 

r _ D(x { ， x 2 ， … ， *r ”） 


D ( r ，( p \，•••，〜_,) 

= raisin ” 2 cpi sin w 3 92 ”. sin ^- 2 . 

【4201】设 K ( u ) 为在域尺 ( a <: r <6 ; “<3；<6) 内的 
连续函数且 K n ( x , y ) 


J I •••[ K ( jr , t \ ) K ( t \ yt 2 ) mm - K ( t n 9 y ) dt ] dt 2 ^ 9 di n . 


证明: 


Krr^n-l^X.y) 


K „( x 9 t ) K m ( t 9 y ) dt . 


证 K„^1 (x 9 y) 


[I •••[ K ( x , t \) K { t \ 9 z 2 )••• 

K( z m ， ;y) d,i d/ 2 • • • 也 d/dzi ds：2 … 

丁 { Lf f ."J K ( Ui ) K (’ M ’ 2 ).. vKmd / 1 d/ 2 … d /，， 
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10. 多重积分 I 第八章多重积分和曲线积分 


| •••[ K (/， zi ) K ( z 1 ， z 2 )... K > 0 r wl ， < y )( k 1 d2 ^..( k w ]h 


= K n (x 9 t)K m (t,y)dt. 

« a 

【4202】设 / == ( a ， j 2 ，".，： r ”） 在域 0 < : r , < : r(i = 1 ， 
2,-,^) 内是连续函数.证明 等式： 



(”彡 2 ). 

证设 

H = {(:1，工2,…， J：,,) I 0 < JT, < JT，/ = 1，2,…， ”} ， 

f2i = { (j*i ， *r 2 ， … ， jt„) i 0 <o:，0 <jt 2 ，…， 0 

^n *^» r~l } ， 

CI2 = {(J ： i ， : r 2 ，•••，：”）I <:r ，.“， 

工 1 < A 

由假设知 fUi ， x 2 ，…， ) 在域 n 上连续，显然 a c = n ， a c ： 
n ， 故 /( a ， i 2 , …， a ) 在 a 及 fi 2 上连续，根据化 《 重积分为累次 
积分的公式，我们有 



[dri * dr 2 …汉 1 /cLr 

Jo 0 Jo 

V Cx 

dr " div ! ••• 

• 0 J 


下面证明 = fi 2 ，事实上，若，: r 2 ，…，: r „) 6 f 2 i ，贝 1 J 

O^Xj < : r，0 < * r 2 < A， …， 0 < * r w < X , r -\ , ① 

即有 0 < < :rvi < x „- 2 •- < x 2 < xi < ② 

于是 0<x" gu" <1，".，工2 <了1 <工， ③ 

因此， （ A ，： r 2 ，…，: r n ) 6 ，反之，若 （；， A ， …， A ) 6 仏，则 
③式成立，从而②式成立，立可得①式成立，即 (々，心 ，…，心) 
G Hi ，故 fli = CI2 ，从而 
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多 _ 奇数学分析习题全解 ( 7 \) 


【4203】 证明： 


j d/ij d/r •七 1 f(h)f(t 2 ) … £(t n )dt„ 

= M: /(r)dr 「’ 


其中 / 为连续函数. 
证 有 


d^i 卜 d/ 2 …卜 1 f(t\)f(t 2 )—fU n )dt n 

0 J 0 J 0 

=J f(t\ )cl/i j /(/： )d/： # ** 


f(t rr ! )d/, 




令 F(s) = J /(r)dr. 

因为 / 是连续函数•故 
F\s) = f(s). 
RF ( O ) =0,我们有 




)d/, 






[ u ]: 


从而 


/( Vi ) d /„ 


= J; 3 +[厂(^_ 2 )] ? /(’『2城 


) 

[ R /『 2 ) 1 L> ， 


fdjdt, 


[F(^ 2 )] 2 r(^ 2 )d ^ 2 = 士 [FU ] 3 


依此类推可得 


/(/ 2 )d/ 2 … ' d/^1 \ " 1 f(t n )dt n 

0 Jo 


1 




[ F (/ i )]* 
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• 多 重积分 第八章多重积分和曲线积分 


因此 


fOJdt n 


: /( 心 ） [ 1 ( ， 2 )d， 2 … ' f(t n )di n 

0 J 0 Jo 

= ± } LF(t)y = ^\[ f(r)dzj. 

?i \ nlUo 」 

计算下列多重积分 (4204 〜 4207). 

【 4204 】 （ 1) | 0 + x? -t- … + .zi)dr ， dydr„ 

( 2 ) J | (x\ +x 2 H - ha w )" Aridr 2 *--dr M . 

解 （ 1)+d+ … +i)dr 】 dvdr,, 

J OJ 0 Jo 

= 2 \ j •••L.nUwdr ”， 

([---j xidxidjr 2 m --dr n 


( 2 ) 


解 


= 〔 dz'i I cb* 2 •- 

因此 ru ' z+d 


dr,". 


dr,, 


+ … + xl ) dx ] dx 2 ^ 9 d^n 


(2) j (* ( 々 +x 2 + … + o^V’dncbv.dr,, 

=(cb*i [ dr 2 … [(xi + xl + ••• 

J o Jo Jo 

4 - 2(j ix ? +.r 1 .r 3 ^- ha*i.r w + H - 

+ XoX,, +U4 + ••• + XzX„ H - hx„ iX w ]d2*„ 

=[cLz*i [ dx 2 ••- (xf H - h xl ) dr n 

Jo Jo ^ 0 


+ 2 [ idrJ ‘) dr 2 ... L [( U2 -- 

+ (1 2 :3 H - h -- H JV 】 jr"]dr” 


t + 2 ( 


n — 1 n — 2 


+ … 


+士) 
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n , 1 n(n 一 l)_w(3n+l) 

3t -= ― rr ~. 


【4205】 /„ 


II-I 


dr 


dr ” 


Jj >0.^2 >()•••• 


法 一:化 为累次积分有 

” … JT — 』 

= f cLril ' dr 2 --f ' 

J 0 J 0 Jo 


x w -2 . fdl 

dx ， 广 i 

0 




)dr, 




dr- 


D —^ 


X 

J. 


rr-l 十 A 


dr 


fr-2 


[fci fn, - ^3 , 

7 dx\ dr 2 … (a 一 ： Ti 

! J o Jo o 


^ 2 > 


ir-2 


i r “ 


- 


(a — X \ 


•r rr-3) 1 Ar 


， i~3 


(n-\) 

法二 :作变 量代换 


W: (a — 


A 广 】 dr 


aui ,x 2 = uu 2 r %9 nX n = au n . 


Dix \ 


a . 


D(u\ ， “ 2 ， •••“”） • 

积分域变为:… > 0， m 2 > 0,… a > 0, 

U] + W2 H - - W ff ^ 1 f 


因此 


II-I 


如如… = a F 7 n ( l ) 


“j >0.“2 

u { ^ u 2 — u n ^\ 
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• 多重积分第八章多重积分和曲线积分 


其中/„(1)表示当 a = 1时积分 h 的值，再次运用变量代换有 


U1) 


du n 


0 


II-I 


dwi du2 9m9 du^\ 


4 彡。 

_h 2 h— 


Jo 

J^l(l) = / 『 2 (1) — 

n n(n — 1 ) 


因此 /，• = ^ 


【 4206 】 J^dz^dzvJ: 1 XiX2--X n dx n . 
解利用 4203 题的结果有 


= ^( I/ dr ) W = 2 ^ 


[4207] 


II-I 


X\ +x 2 H - hx ff dri•••dr,, 


Tj>0tX2>0#--.^ ( 

如 •—v 




作变量代换 


X] +X 2 H - \-X n 

了 2 +13 + … +In 
+ 了 2 H - 


JCn - 


“1 ( 1 — ) ， 
U ] U 2 (l — U 3 ) 


J^n-X 


UlUz ^^ Urr-ld — U ”） ， 


UiU 2 ^ m U n . 


则积分域变为 :0 < W < 1，0 < « 2 < 1 ，…， 0 < A < 1 ， 
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1- 的 
W2( 卜吣） 


- i /1 


~U\U2 


l ) 


U \(\- U ^) 


W2WyW， r |U-i/，,> ••〜 Wi^tti—^r-lU-Z/n) (/! «2… 《 rr-2(I 从 i > U\lt?^ 






U\U2Ur 09 U,i 


M1W2—Orr-2^ U\U2' 


每一行加以以后积各行,可得 


U \ U 2 


U \ U 2 - 9 U n2 


Wl : 


UT 2 




因此 


J x ' + x 2 J \ - h J ^ dridrr -. cL ^ 

rj >0..r2 ^0. — f x |f ^0 
A 如 •••+•» 歸 <0 

=J 丄 … j n “’i r " w ： 1 •••w^-idwidw 2 **-dw rl 


_ (” 一 1 )!( 2 ”+ 1V 

【 4208 】若 △ = !& I 关 0 , 求由平面 


ci/i^i + a a x z H - ha, 

所围的〃维平行 〜体的 体积. 

解令 


士夂 


1 ，2•…•”） 


iii = unX\ 4 a, 2 x 2 + ••- -r a m x n ^i = 1 ， 2,•••，”• 

则 — h , ^ Ui ^ hi (，• = 1，2,…， 71) ， 

17 l = fAT , 

所以 V r = [ 1 I " 「- ' -- 丨 dMidwdw " 

J ~h { J -h 2 J -h n , A ' 

一 2"幻 • h 2 ". li n 

"I Al • 
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_ 多重积分第八章 多重积分和曲线积分 


【4209】求〃维角锥体的 休积: 

+ … + 

Cl\ Cl? u„ 

(x, > 0，“,〉（)•/= 1 ，2 ••••，"). 

解令 


(/ = 1，2,…，”） • 


则体积为 


… a 2 …化 


r 

• • • 


du dw.ch/i 


U l 


aia 2 ^ 9 a { 


【4210】 求由曲 iT 马+今+ …十 ¥ 

^1 «2 d 

^ 维锥体的体积. 

解 作变 a 代换 

= a ] rcos(p % 

• 2.2 = U2rs \ n ( p \ cos < p ? % 


A ， 所围的 


= u r2 rs\n(pi s\n(p 2 m ^s\n(p r 


a fr ^\ rsi \\(f \ si n<f>? " • si si ncp ， 广？ 


civil 


则域 V 为 


0 ^ r ^ l ，0 <fi ^ 7 T ^ 0 ^ 92 <7T ， …， 
0 < 弘‘一3 < 7 T ，0 < ^ V _2 < 2兀， 厂 < < 1 


= a \ Uz %% ^ 


sin (p' sin (pz … su\(f n 


因此 4 积为 


2 dr 


>i ^< f \ 


r 2 霣 r 1 

^\ r \( p „ M ( p n 3 j d ( p „ ? du , 
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271^1^2 


n { n — 1) 


。—『、灼知 … 2 J ， sin ^ v 3 d ^, 3 


2- Ka \ a 2 -- a u • ^^ — 2 J _ \ 

n(n — 1) V 2 2 / 

•B(^，+)"vB (音， + ) 

厂 ( V 2 ) 厂⑴ 

厂(宁） 


27 rai ^?-- a w 

n(?i-l) 


(宁 w +) - d )^( i ) 


'(宁 ) 


厂 (音) 


2丌“，“2 


n (n— 1 ) 


2^ a x a 2 --- a „ 

n ( n ^ l ) 


Mir 

厂 (宁) 

'(Dr 


(宁) 


2 ^ - 


a \ a 2 - m a u 


2 丌“丨 • 丌" 3 " ， 

7i(n — 1) • — 2 — ) n(n— ” 厂 (^"^) 


【4211】求〃维球体的 体积: 

d+:i + 〜+ Z < a 2 . 

解令 


工 1 


了 2 


rcos ^ i ， 
rsin^>i cosp 


x /r -i = rsin^i sin^ ### sin^ /r - 2 cos^] 


rsin^! sm^^^sin^esin^i 




I’ 广 2 sin ff_i (pi … sin 弘广 2 


则 
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• 多重积分第八章多重积分和曲线积分 


域 V 为 


0 ^ r ^ (pi <7T， …，^ 2n. 


体积为 


ii-i 


cLri dr? •••cLr n , 


^ 「* V f K f K f2n 

^6r\ sirf^l 户 rf 3 只如 …] sin^- 2 J dcfi, 

=—a" • 2| sirf 2 (f\2 sirf 3 於 d^v2 sin^- ： ?d ^；-2 

71 Jo Jo Jo 


^ V . B (^, l ). B (^- 2 ,|)... B ( fl ) 


n -\ 




Mi ) 厂(〒 2 )厂(+) 


'( I ) 


(宁) 


7 T “ 


厂(音)厂⑴ 

厂 (音） 

" •謹 

f 厂 (f) 


nu” • (y ^V r2 ^ a" •丌 " 


【4212】求 | l ?|^ dr 1 dr 2 _" d ^, 其中域 f 2 由以下不等式 


确定: 


J'l +^2 H - 1-^-1 < — y < -r n < -J. 

利用 4211 题的结果可得 


i7 ； dr 


dr , 


r 4 r r 

^ ^ xldjr fl … clj-, dr 2 --dz 

J J J % 
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£L-1 

tt : * a 
/n — \ 


【4213】计算： 


•广 r 

ll-l 


cLri cLycLr- 
、/’ 1 — .ri — . r ? "- • • 




JJH 

^\ • • 

•… 

ii 


利用 4211 题结果有 

dr !( bydr " 

. sj \— x ? — x \ — - - . r ^ 


dr „ 

JI-I 

1 +... SVI、 1 

^ 11-1 



arcsm 


— % 丨丨 v/i A— j l 


dr I dr •••d?v 


clndvcLr 




厂( 


r ? — 1 


(屮) 


[4214] 证明不 等式: 


d.r, dr""| " '/(•?•”)dr" = | /( u ) ^ - yT] - 

o n Jo J .、 W2 — 1 ； ! 


dw , 


根据 4202 题结果行 


cLr 


dr"“[ ” /。 

0 Jo 


) cir ” 


f(x n )±v n 

0 I 


V: … 


'dr 


=I /(^Trt) dx„ (Li,r-\ j dr, f - 2 … I (j: — J-：) d.?'2 
Jo % ^ "3 

=I fLrJdr,, diVi j dr^ 2 —j -J-(x —x 3 )dr ：i 

JO J J J * J x, L 
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• 多重积分第八章 多重积分和曲线积分 


mm 

j\x„ )Ar, l dr n 


J n-\ 


•Jl 也 


: P 1 

0 /( 具 ) d':’dr, r 


/ ( 及)7^171 ( :- x ”)， rld 

/ ( M ) ^ DT dM = Io /(M 


Jo- 7 (”一 1)! 

【4215】证明 等式： 

a*!dr J 丨 j. 2 dr 2 — f 


( x - u) n 
("— 1 ) 


du , 


= “ 2)7(w)dw . 
根据 4202 题的结果有 


) cb 『 


Ji cLn 1 

0 0 


”/(々 i ) 心 v 

0 


V Cx fx fj 

/()cbvn x n clr n .r” ] dr ， ri … I J i cLrj 

0 J 〜 ‘1 J J J 2 

/ Ovh ) dr ”， 丨 x „ dr n | . r /r -i dr， r 丨 … j (/ - 4 ) j 2 ^2 


.1 ) dr"H 







/(•IV 〗 ） dr„ H 


2 " Uw - l )! 


Cr 2 —JT,)" 、 r”dr，, 


2 n ?i 


2 n n 


/r’ 一 V’/(i『i )^V 
(x 2 ― u : ) n f(u)du. 


【4216】证明狄利克雷 公式: 


Il-I 


x^~ l x^~ ] —x^- l ±r 


dr, 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


= npi ) ixp 2)- rxp n ) 
np \ + h + … + a »+ i ) 

证 应用数学归纳法证明 
当 w = 1时， 


(/> 1 ，/> 2 ,…， A » > 0 ). 




即当 n 


=1 — 厂 ( pi ) 

Pi r(/>,+ 1 )* 

1时，公式成立.假设当〃=々时公式成立，即 


i k = j { j … j 丨:歹 2 丨 ! 心 

"…00 
+… 

厂(/ > i ) n 々 2 ) …厂(九） 

r(p\ + p2 H - \-p k 


擊擎 _ 


dxk 



下面证明当72 = A + 1时，公式成立. 



idridxv.drh 
在里面的 々重积 分作变 M 代换 

•Tl = (1 — Xk^\ )u\ ， : r 2 — (1 — …， 

= ( 1 — X^H ) U k , 


则得 


= rwnpd … npo f 1 

厂 ( Pi 十 p2 + … + At + 1 )」 o 

(1 dz>H 

= npx)np 2 )-np k ) 
r ( p \ + />2 — - h /?* + 1 ) 

• B(p M ,p\ + p2~\ - h /^ + 1) 

二 np l ) r ( p 2 )- np k ) 

r (pi 一 p 2 + ••• + p 灸 +1) 

# rcp^-i) • 厂 (/ >i + />2 十 ••• + 夕务 +1) 

r(pi + 户 2 H - h pk -h pk+\ + 1) 
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. 多重积分 


>2) …厂 ) 


r(pi + />2 H — + p^\ +1) - 
由归纳法知，公式对任何自然数〃均成立. 
【4217】证明刘维尔 公式： 



IH 


/(xi + J2 + … 一 idz ^ dz ^ … dr ” 


x i v 

ri +x 2 和 “ 


= \ l /( u ) u ^2^ P^du 

厂 (Pi + P 2 + … + A,)Jo 

(p\ ， p2 ， … ， A» 〉 0 ) ， 

其中 / u ) 为连续函数. 

提示. •运用数学归纳法. 

证应用数学归纳法证明 

当 n = 1时，公式显然成立.下面证明当 n = 2时，公式也成 


立.即 


f(xi + x 2 ) xf 1-1 xp ' 2 cb*i dr 2 




= 二 ( 户 ! ) 1 ( 心 ) f(u)u^^du. 
npi + p 2 ) J (/ 

事实上，令 W ! = * r 丨， W 2 = JT , + J 2 . 

则积分域 n 变为 

0 ^ U\ ^ U 2 *0 ^ Ui ^ 1» I J I = 1 ， 


+ ^ 2 . 


所以 


/( x , x 2 ) x ^ x1 dr 】 dr 2 


/(w 2 )dw 2 wfi _, (w 2 — wi 广 2 一 ! dw 

0 


afr 1 («2 一 Mi )^ _1 dw 


t p ^ 1 (l — t) p ^ 1 dt = 


r ( ponp 2 ) 

r ( p \ + 户 2 ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


从而 


/(Xi +义 2 


X, ^0 





r (/>, +/> 2 ) Jo " … 〜 

= ) 厂 “， 

厂 (/>2 +/>2) J ❶ 

其次，假设公式对〃一 1成立.下证公式对自然数〃也成立.事实上 


I j … J /(^1 + A + …十 iW 1 水 


彡 0，".r )0 




dri 


ii-i 


cU 


• 叶 ! 4 ••• % r^ 1 i MAdr? … dr, 


iWi:) u 

• r ? 扣 


” /( 了 1 + 了 2 H - *r n )a.n. 


令 0(/) = \ j\t + x „) x ^ 1 dj \, 

Jo 


代人 h 式•并利用 N 纳假设有 


厂 (A 


■ ) 厂 - ( 色 ） 二 厂 (/V~l ) [ { 12 如 “fin-lH 

* w 厂 (a+a + … + a^)J/ 

=厂 (A) 厂(户 "".n/Vi) f 1 d/ f H y a+x )yv 
再利用上面已证的 N = 2 时的公式有 

, 厂(仏）厂(/>少"厂(/^1) 

r(p\ + />2 H - h P ， t -\) 

厂 (A') • H > t +/>2 H - 卜 Pn -0 

r (/>1 +p2~\ - r p^x +p n ) 

= r ( p ') r ( px ( p n ) 

r ( p \ + h h — h a ,)’ 

因此，对任何自然数,公式均成立. 
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10. 多重积分第八章多重积分和曲线积分 


【4218】 把展布于域 d +W +…< R 2 的"> 2) 重 
积分化解为单 积分： 


|j : J/( xArf +， 2 2 +…+^) 心也 … 

其中 /(〃） 为连续函数. 



解作变量代换 


Ji = rcos^i ^ 

X2 = rsin^i cos^ f 


则 


x,^\ = rsin^j si r\(f>2 • • • si ncp n 2 cos^ r i . 
x 9l = rsinp sinysinp^sin^:"] • 




f： 




rr-2 


积分域变为 


0 ^ r R^O ^ <p\ <7r ， ()<^2<7r ， 

••、0 < % 2 < 7T，0 < I < 2 兀， 


所以 I I ••」/( v '. i ? + d + … + j ^ dhdycLr ,, 

n 




^ ] f(r) 


o 


91 


sin、 


W ( prr 2 





d^pu- 






= 2n • 




r ^'/( r)dr 





2 丌 


nz2 

丌？ 


(I) 


Vr 1 / ( 厂 ) dr 

Jo 


2 兀 号 


'(f) 


R r jr ~ l f ( r ) dr . 

o 


【4219】 


计算半径 i ?， 密度为 p 的均质球的位势，即求 积分: 

[[[[[[ ^\^ y \^\^2( iy 2 dz 2 ， 

r 1.2 


IJM 


其中 r K2 = V ( jt { — x 2 ) 2 + (y\ — y 2 ) 2 + (z\ — z 2 ) 2 


解 


Bl 



drj d^i 6 z \ 

利用 4155 题的结果知 

1^1 = 2^^ 
r lt2 i 


dr 2 d;y2 如 

r U 2 



n 


其中 r = sjx \ -\- y 2 { + z ]. 
因此，利用球坐标可得 


(2nR : 


n 


jdjjd.yicbi 


2 J 


•2ir fK / 9 v 

d<p 、 cos0d#j ( 2kR — -^r 2 j rdr 


}| 兀 2 此 


【4220】若 = a p ) 为正定形，计算”重 积分: 

i.)=l 

仁仁 …仁 dr,dr 2 -dr w . 


解作变 fl 代换 

x , = yi + a , ( / = 1，2，…， 72) ， 

其中 a ,(/= 1.2,… w ) 为待定常数，于是有 


① 


rt 


+ 2^b,Xi 


c 
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. 多重积分 I 第八章多重积分和曲线积分 

n n n 

= +22[(2]“ w )+《} v *. 

“ j=i i = l 

n n 

+ + 2^ J b , a i + c 

#•/= 1 /= 1 

由于是正定形，故必有 8 = \^ |〉0,从而线性方 

“ j=i 

" 

程组 ^ j a ijOj +6, = 0 (/ = 1，2,…， 71) ， ② 

> =» 

有唯一的一组解 Qfl ， a ：2 ，…，，取变换①式中的卬，。2 ，…， a ” 为方 
程组②的解，于是 

n n n 

i ^ j — 1 ，*1 1 

n n n 

Jt •中 d = 2 ( 2 a »> a > )°i + 2 ^]/n +r 

i=l >«! #-l 

，i n n 

=一 ^ jb , a , +2^/^, +(. = 2 b , a , +(.• 

1*1 « — I 1 — 1 

令 

“ii … u {n b \ 

• •• 籲參籲 籲•參 • • • 

△ = / ， 

a,,i … a, 9 , b" 

•••!),, c I 

即△为 1 阶行列式•将此行列式的第一列乘以 m •第二列乘以 
C 22 •…，第”列乘以^加到第列•则得 




^ A^.a, + 乂 

J— 1 

# i 

+c 

i = 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


= 

^11 … Cl\n 0 

• • • • • • ••• •參 • 

Cln \ …0 

1 )\ … b n d 

= d 》， 


所以 d = 4 


由于，: vvv , 为正定二次型•故存在正交矩阵 

=i 

/n … t U 
T — . « 


A , 0 

使得 T l AT = ••• ， 

.0 A " 

其中 A , >0 (i = 1.2,--//) 


^ii 

A = ••• 


即作线性变换 



则有 


并且 



(/ = 1，2，.""/)， 


I.,;*! i — l 


5 = 1 a | = | t || r - 1 

D ( j 、 n ,,) = j 

D ( w ，％) —， 


Ai 0 

•. = Al 又2 ••• A n ， 

0 A /f 



D ( y \— y n ') 

D ( z \ … ‘） 


: T i =± l . 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


n 






厂厂 


■vv〆 


' dy \ dy 2 -- dy n 


e •*» 


，如 : r—. r *， sv: 

•••I e 丨 : 1 cLrIdr 2 ••• dx” 

參 

(e x ^^dz\ ) (I e )•••([ e cb,,) 


e A * z » dz, 


丄 • 


e ,r dw 


Va ： 


1，2. ••••") 


因此 


mm , • 

•••I e ••” 1 dr 1 dr 2 ...clr,, 


n 


hfl'/f =e 


A , A 




^11. 曲线积分 


1. 第 一类曲 线积分若函数 /(. r ，; y，d 在平泔曲线 （.’ 和 

x = xU) ,y = y(t) ,z = z(,t) (/,> ^ ^ 7), ① 

的各点上有定义且是连续的 . d .、 为弧的微分，则 

% 

f (x^y 9 z)ds 
r 

= T /U(/) 9 y(/) 9 z(/)) yx 2 (t)+y 2 (t)+z 2 (t)dl. 

这个积分的特点在于它与曲线 C 的方向无关. 

2. 第一类曲线积分在力学上的应用若,0 =，.2*，>0为在 
曲线 C 上动点的线性密度•则曲线(：的质 ft 等于： 


M 


% 

p(j ： ,y^z)ds. 

% 


这条曲线的重心坐标用下式表示: 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


工0 = 

: yo = 


C 


z ) ds . 



〒(：，: V ， 


z ) ds m 


3 - 第二类曲线积分若函数 P = P ( x , y , z ). Q = Q ( x , y , z ), 
R = RU . y . z ) 在曲线①各点上是连续的朝着参数/递增方向， 
为曲线方向.则 


^ P ( x ^ yfz)dr — Q ( x ^ yfz)dy + R ( xny ^ z)dz 
c 

= f T ( P ( j *(/)^(/),2 (/))j (/) 

J/ o 

+ Q(x(l),y( 0 ,z(t))y(t) 

+ R(.x(t) ,y(t) 9 z(t))z\t))dt. ② 

当 rtli 线 r 环绕方向改变时这个积分的符号也变反.在力学上，积 
分②是其作用点描述出曲线 c 时.变力 ( p ， qa ) 的功 • 

4. 全微分情况 若： 


P(j ： ^yfz)(\z + Q(x^ynz)c\y-\-R(x.y.z)c\z — dw. 

其中“ = W ( a ，. y .； r ) 为在域 V 的单值函数•则与完全位于域 V 内 
的曲线形状无关， rfff 有： 


P d.i + Qdy + Rdz = u(j'2 . 3 ^ ，之 2 ) — •>»] ， 2 ： i ) ， 

J 

c 

其中力路径的起点和(^，，，^)为终点.简而言之， 
若域V是单联通域•函数 P.Q 和 K 拥有连续一阶偏导数.对此的 
充要条件是在域V内饵满足以下 条件： 

ap = aQ aQ = ^ dR = dP 

dy 3 .r * dz dy * a.r dz * 

这时•在标准的平行六面体域 V 的简单情况下•我们可以按 
照下式求得 函数： 
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11. 曲线积分I第八章多重积分和曲线积分 


u(xjy^z) 


P(x,y,z)dj^+ Q(jt 0 ^y,z)dy 

x o J yo 

R(x 0 ， 3 ； 0 ，z)cb: + r， 


其中 （A，％，^) 为域 V 的某个固定点及 c 为常数. 

力学上这种情况相当于具有势的力的功. 

计算下列第一类曲线积分 (4221 〜 4230). 

【4221】 |\i+：y)d 5 , 其中 C 为以0(0,0)，>\(1，0)和13(0，1) 
为顶点的三角形周线. 


解 


(x-\- y)ds 


a \ 


[4222] 


( x + y ) ds + jj x + y ) ds + ^ j x+y)ds 
J xdi' + J o >/2dr +J ydy = 1 + \/2. 


/ds， 其中 r 为摆线 a* = “(/ — sint) ,y = a(l — 


cosmO </<2;r) 的一拱 • 


解 


y[x (z )] 2 + [/(f)j-d/ 

y/a 2 (l — cost ) 2 +a 2 sin 2 /d/ 
2a sin 


所以 


C2n 

y 2 ds = • 

0 


a 1 (1 — cosr) J 2asin —d( 


8 a 


r 2 * •« 

sin v 

Jo 


dt 


32a { I sin" wdw 

o 


16a 3 T 
Jo 


争 . 


sin" udu 


【4223】 


(x 2 +/)d .、 •，其中 C 为曲线 a* =a(cosr + rsin/)^ 


a (sin/ — t cost )(0 ^ ^ 2n). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


所以 


= '/a-/ 2 cos 2 /+a/'sin 2 /d/ == at At 
2 + •' ，？） d.、- 


=| [a- (cos/ + / sin/)- -r ( sin/ — /cos/)~ ]a/ d/ 

=a'\ t( 1 -r t : )d/ = a +4 兀 ； ）• 

J 0 

广 

【4224 】 I J \>， d . s •其中 C 为双曲线 .r = ach/.y = ash /(0$^ / ^ 


,) 的弧. 


所以 


解 ds = v ^ cr ’ sh 2 / +“ 2 ch 2 /d/ = a >/ ch 2 td /. 

I xycls = a ch/sh/ V ch2/d/ = \ sh2 / v/ch2/d/ 

J I - 0 £ J 0 

= y ( \/ch l 2/o — 1 

j% 

【 4225 】 （ J+^)d.v , 其中 C 为星形线尸 = j 的弧 . 

% 


fT^cb- 


所以 


1 

(a.+ )d.v = 4 + (a^ — j* ) 2 ~ —cLr 

Jo 

= 4“+ [ (2x + aKr — j* 士 )dr = 4a 


【 4226 】 …^^(^，其中^:为由曲线/* 

u 

c 

定的凸周线 ( r 和 p 为极坐标). 

解凸围线由三段组成，它们分別是: 
直线段 c\：<p = 0(0 ^ r ^ a ) , 

圆弧段 r 2 ：r = a (0^^^- j -)* 

直线段 c 3 =吾 (0 < r < “）， 


a.cp= 0• 少 =+ 确 



• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


相应的弧度的微 分为 : 

ds — dr ， d5 = 
d 5 = dr ， 


r 2 + r 2 9 d(p = ad<p; 


e v/77 ^d5= f e' /7T ^ds-\-\ e^^dv 

Jr J r, J c 2 J c 3 

=J e r dr+ | 4 e fl ad^ + | e r dr 


2 (^- 1 ) + 


nae 


[42271 [ 丨 7 丨山 , 其中 ( ：为双纽线 (/+ ： /) 2 =“ 2 ( 0 * 2 —：/) 

% 


的弧 • 


解双纽线的极坐标方程为 

r 2 = a 2 QOs2(p. 


y+/ 2 d<p 


COsZ(p 


所以 


=rsin^ = a V cos 2 史 siny ， 

I y I ds = 4 a Vcos2(p • sirup 

« o 


cos2<p 



4a 2 (— cos<p) 


2aH2-y/2). 


【 4228 】 |xcb ， 其中 C 为位干 r<a 弧内的对数螺线部分 r 


~a>o). 

解弧长的微分为 


r 2 + r 2 d<p — ae^ V\ + k 2 dcp (— 00 <C 95 ^ 0 ) 


所以 


•0 _ 

jrdv = • cos<p • vl + d(p 

—00 

=a 2 /TFF. 方 11 
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【4229】 


2ka 2 vT+F 

l + 4々 2 • 

>• ，其中 c 为圆周 o* 2 + y 


对于上半圆周 


i + ( 


a — 2x 




) 2 心 



.cLr 


(0 ^ j ^ a) 


所以 


/r 2 + ： y 2 d5 = 2p 

Jo 

= a ^\ l 7 / 


dr 


2“ 2 . 


【4230】 J 岑，其中 C 为悬链线 y =^chf. 


解 a. 


l+y 2 dr 


1 + sW — dr 
a 


ch — dr, 
a 


所以 


ds 

7 


r^o ch — 

― dr = 
J -°°a 2 ch 2 ^ 

ir- d ( sh r) 

1+sh 2 ^ 

a 

a 

丄 arctan(sh f) 

-oo a 


求空间曲线的弧长 （参数 是正数 ）（4231 〜 4236). 

【4231】 《r = St 9 y = 3r%z = 从 0(0,0,0) 到 A(3,3,2) 

解 ds = -J x] + y] + z] d/ = 3(2/ 2 + l)d/, 

所以，弧长为 


1 3(2^ 2 + l)d/ 

0 


【4232】当 0 < / <+oo 时 ， j = e r costly = e~ ! s\nt^z = e 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


弧长的微分为 



(sin/ + cos/) 2 -r e 21 (cost — sin/) 2 +e r d/ 


Me 一， d /， 


所以，弧长为 


y/3e~' dt = 

0 


【 4233 】尸 aarcsin^,z = |ln 从⑽， 0,0 ) 到 

A(x 0 9 y Q ， 2 ： 0 ). 


V 1+ ^ 

3a 2 — 2x 2 
2(a 2 -x 2 ) 


I + 4(a 2 -x 2 ) zCLr 


dr 


(I Jo \<u) 


所以当 A >0 时， 


卜 3a 2 - lx 1 
Jo 2(a 2 -x 2 ) 

lo 0dr+ !o° 2( 


dr 


o 2(a 2 — x 2 ) 


cLr 




总之 


当 A <0 时， 

一 「 0 3a 2 - lx 1 

•、- J 戈 2(a 2 -x 2 ) 

=I z 0 l + l Xo I. 

5 = I 2：0 l + l JTq I. 


dr 


a i 

-rln 


^ +Jp 

a— 


[4234] (s-y) 2 =a(x-\-y) 9 r 


¥，从 o(o,o,o) 


到 A(x 0 ， > ， z 0 ). 

解令 w = 


j: — y^v = x-\- y^z 


，则曲线方程变为 


=- TT 2 T . 
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解之得 = ) 沒， 

从而 

所以 “ v ^) 2 + ( 紅 + 1 

=V 忐慰沒 + 吾慰杨 

=7普.沒+竿^^. 

故弧长为 



【 4235 】 P+y=c^=tanfjO(0,0,0mAUo^X 
解取曲线的参数方程 



— 256 — 










. 曲线积分 


第八章多重积分和曲线积分 




所以，弧长为 


【4236】 


、學 dz=|\/^ck+n 

u vicz Jo ' c Jo 2 4z 

“( 1 + 蝥). 


y 2 + z 2 = a 2 , Vx 2 + y 2 ch{^ 


arctan 




A ( a ,0,0) 点到 B (. x ^ y 9 z ) ^ 

解令 

x = y/ a 2 — z 2 cos^j % y 
不妨设 z > 0,则 


a 1 — z ' sin ^ 


arctan 


^ = y/a 2 — (x 2 + y ) = Ja 2 - ^7^ = ax\\(p 
V a 2 — z 2 = y/a 2 (\ — th 2 ^)) = 


故曲线的参数方程为 


从而 


acos<p asin 少 

式，尸 7^， 2 = 今 

V (宭) 2+ (砮) 2+ (羞 ) 扣 


( sinychy 卞 cosyshy ) 2 

ch 4 ^ 

lcWcp-\- sW(p-\- 1 i 



cWcp 




=%[2a 


dcp 

chcp 9 


cW<p 


d(p 


所以，弧长为 


257 





吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




cncp o 


e f + e 


^ p d( P 


岣 : T 


d(e f ) 


+ (eO 


2 y2aarctane v， 


即 


= 2 7^2 ( arctane 9 - 号 ) 

由 z = flthp ， 

z(e 2,f + 1) = a (e 2 ^ — 1). 


从而 A 


a 十 z 

a — z 




a-r z 


故 


2 


vV - 

/ 2 a ( 


arctan 


“ 十 z 


va 2 — z 2 


4 ) - 


佢 由于 tanf arctan 


“ 十 z 


y/a 2 — z 2 


jr 


a — Va 


tan 


z 


f arctan —— 

\ Va 2 — z 2 


a — 」 or — 




故在主值范围内 


arctan 


a 十 2 


/ a 2 - z 2 


jr 


■^arctan - - - 

2 


\/2aarctan 


若 z<0 , 则可推得弧长为 

s = >/2aarctan 


\/a 2 — z 2 

计算沿空间曲线所取得的第一类曲线积分 (4237 - 

i 

【 4237 】 Cr 2 + ： y 2 +〆) 山，其中 C 为螺旋线 : r 


4240). 

= a cost, 
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. 曲线积分 


第八章 W 多重积分和曲线积分 


asint^z = /X (0 t 2n) 的 一段 . 
解山 =\/ a 2 + b 2 dt 


所以 


(x 2 +y + z 2 )ds = Va 2 +b 2 \ {a 2 +b 2 t 2 )dt 

c J 0 

【 4238 】 i 2 ds .， 其中 （、 为圆周 y+y +Z 2 = a 2 ,x+y+z = 0. 
% 


解由对称性知 


所以 


^y 2 ds = ^z 2 ds, 

f P =¥• 


)ds 


【 4239 】 zd.v ， 其中 C 为圆锥螺旋线 x=/cos/，：y 

鼇 


/(O </<〜）• 


所以 


zds 


(cost — /sin/) 2 + (sin/ + /cos0 2 + Id/ 

T=P7d /， 

\ t /2+7d/ = 冬 [(2 + /W -2 专 ] • 


【 4240 】 zd.v ， 其中 C 为曲线 x 2 +/ 


从点 0(0, 


0,0 ) 到点 A(“ ， a ， as/2) 的弧 . 
解由曲线方程可得 


+ y 2 = J ^^ y 2 = ^ / y 2 +。 2 _ 


从而曲线的参数方可取为 


x = ^- ,y = y,z = y/y 2 +a : 
a a 
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=[100 /38-72 - 17ln 25 - 十 4 # • 

256 72 L 17 」 

【4241】 若曲线在 Cr ^) 点的线密度等 于户二 I y I ，求曲线 ： r 
= acost^y = bs \ nt(a ^ 6 > 0 ?0 ^ ^ 2 tt ) 的 质量. 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


其中 


Va 2 - b 2 


所以，若 e>0 , 则 


pds = I I d5 

• C C 

IT / 

absint vl — e 2 cos 2 tdt + 
Jo 


( 2 ( — Asin/) vl — € 2 cos 2 /d/ 


一叫 \/1— ?co?7d(cos/) 

r 2 n _ 

+ 叫 vl 一 e 2 cos 2 rd(cos/) 

ab f V\ —e 2 u 2 du + ab Vl — e : w 2 dw 
J -1 —1 

4a/>| Vl —e 2 u 2 du 

v/l _e 2 “ 2 + 士 arcsin(EM)] | 


26 2 + lab 

e 


若 e = 0, 即 a 

ds — cid /， 


6 ,则 


所以 


a 2 sin/d/ + 

0 J : 


(— asin/)ad/ = 4a : . 


【 4241. 1 】若拋物线在点 MCr^) 的线密度等于 I j I ，求抛物 


线 / =lpx 弧的 质量 . 

解 d.v = y/l+xldy = V1 + ( f ) 


dy. 


所以 


. 户 = 仁 ! 


3^1 


dy 
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-7 Vy 2 + p 2 d(y 2 + 户 2 ) 
pJo 

P o 0 

^(272-1). 


【4242】求曲线 


at ,y 


^t 2 ,z = ^t 2 ( 0 <^< 1 ) 


弧的质董，它的密度按照 P = ^ 规律变化. 


解 ds 


f a 2 +a 2 t 2 +a 2 / 4 dt = a Vl+t 2 +f'dtj 


而密度 P =E = “ 


所以，质量为 


m = 


\f d$ = a \i 


t / r +? T 7" d / 


l+w + w 2 dw 


冬卜 + 音 


1 +W + M 2 


+ |ln(u + | + yi + u + u 2 )][ 

= f [(3 H )+ 音 h 亨]. 

【4243】计算均质曲线 ：y = achl 从 A (0，“） 点到 B (/;， A ) 点 

a 

的弧的重心坐标. 


解 d.s 



1 + sh 2 — dr = ch — dr. 
a a 
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•曲线积分第 八章多 重积分和曲线积分 


因为 A = 

= ach 

b 

贅 

a 

所以 

ch — 

—h 

參 


a 

a 

从而 

sh 上 

- ./ch 2 b l- VhZ ~ a \ 


a 

V a a 

质量为 

m = 

ch ^dr = aposh 含 =po Vh 2 —a 2 . 

故重心坐标为 


JTO = 

: 色 [xch — dz* 
mJ o a 


色 sh — — a 2 ( ch — — 1 ) 1 

- 1 - b Vh 2 — a 2 —^i 2 (— — 1 )1 

y / i 2 - a 2 L ’」 


b — a 


f h — a 
h +a’ 



ych —dr = 处 ch 2 —dr 

o a m J o a 


2x 


ir" 
a . 


rb 1 + ch — 9 

_—^-dr = ^£ f+^-sh^ 
m Jo 2 m V I 4 a 」 

= ，(音 K ) 

一 “ (b , h Vh 2 — a 2 \ 

"" y /^ r - lT + 2 ~ T —； 

= 4 + —^=. 

2 2 y / i 2 - a 2 

【4244】 确定摆线 

x = a(t — sin/) ,y = a(l — cost) (0 ^ r ^ 7r) 

的弧的重心 . 

解 d5 = \/a 2 (l — cost) 2 +a 2 sin 2 /d/ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


2asin 


质量为 〃2 


^ I 

2ap 0 ^sin —At = 4ap 0 


所以，重心坐标为 


1 卩 t 

-j o ^(/-sin/).2asin-d/ 

奮 ( Zsin-^d/_J % sin/ • sin 

f[— 2 ， cos +l:+ 2 J: cos + d/ 


-4 


如音)] 


f [ 4sin i 二一音 sin 3 iLl = f ， 

lj o >(l-cos/).2asin|dr 
f£ S in|d /-{}； f-sin f)d/ = | 


cos/) • 2asin -^-d/ 


【4244.1】 求星形线 xi +乂 

C 对坐标轴的静态 力矩： 

• • 

S y = : rds ， S T = yds. 

c c 

解内摆线的参数方程为 




( i >0，： y >0) 的弧 


acos 3 t^y = asin 3 ^ (0 < / < 号)， 

\/9a 2 cos 4 sin 2 / + 9 a 2 s\n A t cos 2 tdt 
3acos/sin/d/. 


所以 


xds = 3a 2 cos 1 /sin/dr 


Si 


J，ds 


3a 2 


2 • 4 

sin 

Jo 


/cos/d/ 


3a 2 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


【4244. 2】求圆周 * r 2 +/ = V 对其直径的转动惯量 • 

解由对称性知，对直径的转动惯量，即为对 O 轴的转动惯 
量，利用圆的参数方程 

x — acos/,.y — “sin/ (0 ^ ^ 2 兀）， 

则 ds = adt , 

所以，所求转动惯量为 

lj = y 2 dS = a 3 sin 2 /d/ 

« c 0 

Jo L 

【4244.3】 求以下曲线对 O (0,0) 点的转功惯 fi : 


(j- 2 +y>d 


(1) 正方形 < IxU |^|}= a 的最大周线 C ; 

(2) 在极坐标中以下述三点为顶点的正-角形的周线 C : 




(1) 由对称性知 


(a 2 +x 2 )dx = ^4a 2 x + yx 3 j 


32 


a. 


(2) 点 P , Q,R 的直角坐标为 P ( a ,0), Q (-^^ a ), 
f ，一夸心，从而三角形三条边的方程为 


PQ：y = 一孕 (: r— a) 


(_f 


PR：y 


QR：x 




(-争 


它们弧长的微分分别为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




PQ：ds 


V i+ (f) z 


dr = — dr , 


PR : d.v = — dr. 


QR : ds = dy , 


_ 

(x 2 ^-y 2 )ds 

C 


\ (: r 2 + y ) d.s 

J IK) 


f (x 2 ^-y 2 )ds+\ (x 2 +y>d ： 
J PR ‘ OK 


2 \ a ^[ x ^i (x ~ a) %^ + \%(i +y2 ) dy 


^[i x3 + i (a)3 ]|^ + (T^ + i y )|! 


▲ 3 + 參 3 


通 3 . 


【4244.4】 求星形线 = a ^ 的平均极半径，亦即数 
ro ( r Q >0)， 可用下式 确定： 

Io = s • ri 9 

其中/。为星形线对坐标原点的轻功惯量(见第 4244. 3题）， 5 为星 
形线的弧长. 


解内摆线^ 
x = acos 3 ，，》 = a sin 7 

弧长的微分 

ds = 3a I cos/sin/ I ， 

由对称性有 


的参数方程为 

i 3 / (0</<2丌） 


3acos/sin/d/ = 6a. 


(x 2 +y 2 )ds 


” 

4 3a 3 (cos" t + sin7)cosrsin/dr 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


12a 3 (cos 7 /sin/ + sin 7 /cos/)d/ = 3a 3 ， 


所以，平均极半径为 






【4245】计算球面三角形 x 2 +/ + ^ 2 
周线重心的坐标. 

解 利用球坐标 

x = rcos^cos^t^y = rsinpcos^z = 

球面上的三角形三条曲边的方程分别是 


a 1 ;x ^ 0 , 3 ^ 0, 


•sin0. 


acos<p，y = asintpjz = 0,0 < p 《号； 
aco—y = 0 9 z = asin0*O ^ ; 

0，）= uco—，z = “sin0，O ^ ； 


又围线的周长 


KU __ 3tc“ 


于是，重心坐标为 


•f rf 

acos<p • ad(p + a costp • adtp 

0 0 


3 丌 “ 


2 a 2 

37TQ 


\a 

3^ 


由对称性知 


\a 

3tt # 


【4246】求均质弧 


d costly = ^fsinlfZ 


(— oo </^0) 


的重心坐标. 
解 d.v 


? 2, ( cost — sin/) 2 +e 2/ ( sin/ + cost ) 2 + e 2/ d/ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


V^e’d /， 


质量为 m = y/3e l dt = >/3 (设密度 户 =1 )， 


所以，重心坐标为 


工0 




•o 


e’cos/ • J3e l d/ 


•o 


i2/ cos/d/ 


2cos/ + sin/ 2 ,( 
2 2 + l 2 e 


2 


: yo 


丄 [ e'sin/ • y3e f d/ = [ e 2, sin/d/ 

771J —oo J —oo 


2sin/ — cost 2 / 1 ° 
2 2 + l 2 e 

i ro 


之0 


• s/^dt 


【4247】求螺旋线 

x = acost^y = 


^dt 


z = (0 ^ ^ 2n) 

Z 7 T 


的一个线匝对坐标轴的转动惯 M . 



解 ds = A /a sin / cos'/ + ^d/ 


4 r 


VAti'u 1 + h 


2 丌 


dr 


所以，转动惯景 


;= J / y +^ 2 ) d 5 

y/Wa 2 +h 2 2 I h 2 y Wa 2 +h 2 

= ^ — an ^w ~~^ - 

=(f+ f . 


★㈤ 3 


(• T 2 +2^) d 5 


268 



. 曲线积分 


第八章多重积分和曲线积分 



【4248】计算第二型曲线 积分： \ xdy - ydx , 

a\ 

其中 （） 为坐标原点，点 A 的坐标是 （1,2). 若: a)OA 为直 线段; 
b)OA 为轴是 Qy 的抛 物线; c)OA 为由 Or 轴上的线段 OB 和平行 
于 Qy 轴的线段 BA 组成的折线. 

解 U ) 直线段的方程为 

y = 2 x (0 ^ x ^ 1) , 

所以 xdy-ydr = P (2 x -2 j)dr = 0. 

m Jo 

(2) 拋物线段&的方程为 
y — 2 x 2 (0 ^ j ^ 1 ) , 


所以 



\ix 2 -2x 2 )dz = 
0 



(3) 直线段 （》 的方程为 

y = 0 (0 < x ^ 1) , 

BA 的方程为 




269 




:米多维奇数学分析习题全解(六) 


解 (1) f xdy + ydj：= f(2x + 2x)dr = 2. 

Jm Jo 

(2) [ xdy + jydr = f 1 (4x 2 + 2x 2 )dr = 2. 

J f M Jo 

(3) xdy + yda^ = ardy + ydr -r xdv+vdr 

J m J OB m 


0 + 


r? 

dy 

Jo 


在参数递增方向沿着下述曲线计算下列第二类曲线积分 

(4250 〜 4257). 

% 

【4250】 （J* 2 — 2xy)dr + (y 2 — 2巧)办，其中 (、为 y = x 2 


(_l<a*<l) 拋物线 . 

解 因为 ; y = x 2 , 
所以 dy = 2j*dr ， 


(x 2 — )cLr + (y 2 — 2xy ) d.y 


[4251] 


[(x 3 -2x 3 ) + 2x(x 4 -2x 3 )]dr 
(f+7)^+(:^—y)d3N 其中 (" 为 }= 1—| 1— 

c 


14 

IS' 


(0<x<2) 曲线 • 

解当时， 
y = 1 — (1 — j) = jc. 
从而 = dr. 

当 l<o:<2 时， 

y = 1 — (x— 1) = 2 — 
从而 <^=— dr ， 


所以 


(•r 2 +y)cLr + (x 2 — y 2 )dy 


2 了 2 心 + I 2(2 —x)~dr 
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. 曲线积分 


第八章多重积分和曲线积分 


【 4252 】 ^r+ ： y)dr+Cr — >0 办，其中 C 为逆时针方向的椭 


圆 S+ ■& 


所以 


利用椭圆的参数方程 

• = acost^y = bsint (0 ^ ^ ^ 2n) » 

» 

1 (x + y)dx + (: r — jOdy 


[(acx>s/ + 6sin/)(—asin/) + (acost — 6sin/ )/xt)s/ ] d/ 


*2k / 

yahcos,2t — 


a 2 +b 2 


sin2/jd/ = 0. 


【 4253 】 I (2a — ； jOdr+jrdy ，其中 C 为摆线 x = a(r —sin/) * 

c 

a(l-cos/)(0</<27r) 的一拱 • 

解 dr = a(l — cosr)d/ f 


所以 


dy = “sin/d /， 

(2a — 3 ^)clr + jd.y 


C2n . 

J { [2a —a(l — cos/)]cKl — cos/) — siiV)asiiV}d/ 


C2n 

a 2 /si 
Jo 


/sin/d/ 


a' (/cos/ — sin/) 


— 27ra 2 . 


【 4254 】其中 c 为逆时针方向的 

圆周 *r 2 +y =“ 2 . 

解利用圆的参数方程 

x = acost^y = a sin / (0 ^ ^ ^ 2兀）， 


所以 


acost^y = asm/ (U ^ ^ Z 丌）， 
r + ^)cir 一 (x 一 

x 2 +y 

(acost + asinl) (― asinl) — (acos/ — asinl )acost 
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吉米多維奇数学分析习题全解(六） 


=—I At =— 2 丌 . 

【4255】 j 巾: - 三气 ’其中 ABCDA 为以 A (1，0)， 

.W*DA X ^ 

B (0，1), C (— 1,0), D (0，一 1) 为顶点的正方形周线 • 

解正方形各边的方程分別为 



所以 


4255题图 


^\B：y 

= \-x. 

BC:y 

= 1 + j ， 

CD：y 

=— 1 — «r ， 

DA : y 

=-l+x, 


dr+ dy 


X I J 1 + 1 «y I 



dr + d‘v 
■r+J 


a: 


dr + d 、， 
— x + y 


i 

% 


cLr + d ‘>， 
cd — x — y 



dr + dy 
jc — y 



ro 

2dr + 


(l-l)dr + 


•i 

2cLr 

o 



【4256】 I sin^ydr + siardy ， 其中 AB 为点 A(0.7r ) 和点 

AB 

B(7T ， 0) 之间的直线段 . 
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. 曲线积分 I 第八章多重积分和曲线积分 

解 AB 的方程为 

: y = 7T — 二 

所以 sinvcLr + siardv 

J Ab 

■it 

= [sin(7r — :r) — sinr]dr 

o 


=J (siar — sinj*)dr = 0. 

【 4257 】 ^ arctanf dy—dr ， 式中 Oz?A 为拋物线段 y = a: 2 

mOnA 为直 = :r. 

解如 4257 题图所示 




0 
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舍米多维奇数学分析习题全解(六) 


验证被积函数是全微分，并计算下列曲线积分 （4258 


4269). 


【 4258 】 | xdy — ydi\ 


J (-1.2) 


解 显然 

Jc iy + jydr = d(xy) f 

是全微分，所以 

r<2.3> r<2.3> 

xdy + ydr = d(xy )= 

J (-1.2) J (-1.2) 

【 4259 】 ^^cLr + ydy. 

(0.1) 

解显然 

■rdr + _yd_y = d ( J - ^ y ) ， 

是全微分，所以 

J (0.1) J (0.1) V L 

_ X 1 + V 2 1 <3 -- 4) — 




(2-3) 


1 . 2 ) 


( 0 . 1 ) 


【 4260 】 (,x + .y)dr + (x — y)dy. 

(0.1) 

解显然 

(j +jy)dr + (j ： — y)dy 
=(ydr + + (xdx — ydy) 

= d(xy) +d ( x2 2 ^ ) = d 卜 + 

是全微分，所以 

{2 ' 3 \x + y)(Lc+(x-y)dy 

(0.1) 

一 f <2 - 3) j , X 2 - V 2 \ 

= d - 

(0.1) V L / 


■r 2 — V 2 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


(^ + 



(2,3> 


( 0 . 1 ) 


【 4261】 | (j* —^KcLr — d.y). 


(jt — y)(dx — dy) 


(x — 


是全微分，所以 


fd.i) ru.i) 

(x — y)(dx — dy)= 

J (!•-!) J (!•-] 


(x- 


(I — 


( 1 . 1 ) 


( 1 -- 1 ) 


- 2 , 


142621 Od) ⑷+如.其中 / ⑼为连续 _■ 


解 


F(x,y) 


/(w)dw, 

Jo 


由 /(«) 是连续函数，故 

F^^ix.y) = f(x + y),F J y (x^y) = f(x + y), 

并且它们都是的连续函数，因此, F(*r,：y) 是可微的， R 
dF(x^y) = F' T (j ： 9 y)djr + F r y (x^y)dy 

=/(x + ^)(cLr + dy )» 

故 f(x + y)(clr + dy) 是全微分，所以 

[/(x + 3 ^)(dr+ d^) = F(a ， b') — F(0,0) 

J (0.0) 


r 

j f(u)du. 


【 4263】 I 

J (2.1) 


xd 


为沿着不与 Qy 轴相交的路径. 


当 : r 參 0 时， 

vcLz — xdy 


d (- f ) 


是全微分，所以 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


•U •: 
( 2 . 


，dr — :rd 




【4264】 P ，， ' M 为沿着不经过坐标原点的路径 

J<1 - 0) /r 2 +y 

解 显然当 (• ro ) 关 （0,0) 时， 

是全微分，所以 

J (1.0) V^2 1 J (in) 


d(y/x 2 +y 2 ). 


v^ 2 +y 


f<6-8) _ _ 

d( y/j ： 2 +y 2 ) 

(ItO) 


/?T7 


[4265] 厂 ^(Bdr + W / dy ， 其中 p 和 0 为连续 函数. 

J •>! > 


因为是连续函数，所以 


FU) 


<p(u)du^G(y) 


(p(v)dv 


存在，且 f^Cr) =cp(x),G ， (y) =0(^), 

所以 ^(x)d.r + tp(y)dy = diFCx )) + dCGC^)) 

= d(F(x) +G(^y))， 

是全微分，故 

f ^ x 2 9 ^2 ^ 

c?(x)(Lr — (/j(y)dy = d(F(x) -f G(y)) 

J •.Vj > J (i! .A > 


(F(x)^G(y)) 


(:】，)i 


= F(xo) +G(^) = p(«r)cLr+ tp(y)dy. 

Js \ y\ 

[4266] 、 "（ i 4 +lry)dr + (6 i 2 y —5 ： y 4 )办. 

(-2 •— 1> 


(x 4 + 4^ 3 )dr+(6x 2 y-5y)d^ 


276 




• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


d (f) + 4 了 2 y dr + 6/ y d) - d ( y ) 

d ( 誓 ) +d(2xV) — d(y) 

+ 2: 2 y - *y 5 ). 


是全微分，所以 


f(3.0) 

(x 4 +4xy^±r^(6x 2 y 2 -5y ] )dy 

J (- 2 - 1 ) 

H r 5 v (3.0> 

^ + 2x 2 y-y) = 62. 

0 / (-2.-1) 


【4267 】 [:::: yp 为沿着不与直线 y 


J h.k) 


相交的 


线路. 


当 x # ： y 时， 

jdy — _ycLr _ 
(jr-y ) 2 


(x 


)dy — yd(x — y) 
(x-y ) 2 




是全微分，所以 


，(, * 0) xdy - yc 
(o •- 1> (x — y) 


jc — y <o--d 


f<2.n) / 

【4268】 

J (I.k) ' 


4cx>s^ 


)dr + (sin f + }cos } )d ： y. 


为沿着不与轴线 Qy 交叉的线路. 

解设 


P(x,y) = (l_>cos 子）， 


Q(j ^) = sin^+^cos^ 


当 i 关0时， 

U 

ay X 2 


-^COS ▲ 
X 


瓠） 




■ ■ 一 




COS 


JL- 




cos 


+ 多 sin f 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) _ 

=— 马 cos 2 + ^jsin 

JT “ X X X 

考虑右半平面 n= {(x，：y) u>o}， 显然， n 为单连通域，在 n 上， 

有_ = §?，故在 n 上必是某函数的全微分，即 

Pdr + Qd^ = dw(a', > y). 

从而积分与路径无关，故可选取沿直线段 


(1 <x<2). 


积分，因此 


所以 


J ( 1 -会 cos )cb* + (sinf+f cos f ) d.y 

=J" (1 — ~rcos -j jdr = ^j* + 7rsin f ^ = n 

【4269】 [ e 1 (cos.ydr — sin^d.y). 

J (0.0) 

解 e J (cosjdr — sinyd^) = d(e^cosjy). 

r(a.b) 9 r(a.b) 

e r (cosy dr — sinyd y) = d (e r cosjy) 

J (0.0> ‘ ‘ J (0.0) 


〆 cos^y 


(u.b) 


( 0 . 0 ) 


e“cosA — 1. 


【4270】证 明：若 /(〃） 为连续函数且 C 为逐段光滑的封闭 
周线 ，则： 


% 

Of(x 2 +y 2 )U(Lc+ydy) = 0. 


. F(x,y) 


ilo 


f(u)du. 


由于 /(w) 是连续函数，故 

F'Ax.y) =xf(x 2 +y 2 ), 

F'yix.y) = yf(x 2 +/)， 

并且都是 *r，：y 的连续函数，因此 FU . y ) 可微，且 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


dF(x,y) = F / J (x,y)djr-\-F / y (x 9 y)dy 

=/(工 2 +/)(法 + 处）， 

于是，在 r 上任取一点 (To，％)， 有 

f(x 2 -\-y 2 )(a:dx-\-ydy) = F(x 9 y) 

= F(j: 0 ,y 0 ) — F(j ： of^o) — 0. 

求原函数 z ， 若 (4271 〜 4276). 

[4271] dz = (jt 2 + 2xy — y )dr + (*r 2 — 2xy — y 2 ) djy. 




解 z 


x 2 cb+ (,x z -2xy-y 2 )Ay + C 

0 Jo 


T 


J rx 2 y — xy 2 




+ C 


【 4272】 ck 


;dz — xdy 
— 2xy + 3y 2 ' 


• :° d W : 3 _ r 2 -S + 37 +Cl 

iL i^-sZ +Cl 


{ x ~i y ) 


2 • 


2j2y 9 


arctan 


r 


2v^y 


4-C, 


▲ 

272 


[4273] dz 


arctan 


(r ? 


3x — y 


+ C. 


2^2y 

Ixy + 5y )dr + ( j 2 — 

(x + ^) 3 


+y)d; 


J: 總办 d ❹ - 54 + C, 


(O + yY 

: y j+f 


(x + y) 2 +4 

(x+ y y 


dr+ Ci 


In I ：y 丨 +ln j: ^ y | 


J 2.y 2 " 

o (x + y) 2 o 


+ C, 
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lnl " + ^'u+^ +c 


【 4274 】 

l:d ： y. 


dz 


? J [e v (x — j + 2) + ^dr + e^[e v (x — y) 


J 。 (:r + :)e J dr + J o [e^(x — jy) + ]djy + G 

(j*+l)e" '+ [(1 — 7+1)^+，] ^ + C, 

0 0 

(•r — jy+lW+j^+C. 


[42751 dz 
解因为 


ar r l dy 




所以 


= g ni^l u a^ X U 

十 clx n a y ^dy 

<) trirm U , 

" = ^7 +c 




^y m 


其中 


【 4276 】 心 

r = y/x 2 + y • 

解 当 Cr ,： y ) 尹 (0,0) 时, 


垚 ( ln +) —奏，志 ( ln +) = 

砉 ( ln + )+ 聂 ( ln +) =a 


V 2 X 2 


① 


令 P = dJZy ^ ( ln + )， Q = (In + ) ， 

由①式知，当 ( x ，： y ) 古 (0,0) 时，有 

l^ _ ll = a^[l?( 1 v) + ^( In 7')] = 

因此，在任何不含原点(0,0)的单连通区域中， Pdr + 0(^ 
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• 曲线积分 I 第八章多重积 


函数 z 的全微分，对上半平面上的点 CrjKyX )), 可取 

z(x 9 y) = PXx 9 y)dx-\- f Q( 0 ,jy)d^ + Cj 

0 J 1 


3x^3y nr ~ l \ 

p ( 

JiL^^y^v 

广 /, 1 \ 

+x dyT~ x ( n ~r ) 


(ln + )dr 

WO ] 


dy + C\ 


•r=0 


3x^ l dy^ 




"[ 


^JT ，r ~ l cly , 


a y n ^ 


( ln +)]L 

( ,n 7)1-0 +Cl 


dx n dy 




— a / [点 ( ln + K 聂 《)] 


+c 


3^ 


)+C 


-^^(farctan^ 
dj^sy^ \ay y 


)+c 


^(arctan^ 
V y 


)+c. 


对于3^<0,同样有 


/ 

之 ( 了， *y) = arctan 


)+c. 


: dx n dy n, \ y> 

【4277】 证明： 以下估值对于曲线积分是正 确的: 
P±c-{-Qdy <LM, 


其中 L 为积分路径的长且在 C 弧上 M = max y ^+ Q 2 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


由于 


Pcb + Qdy 


(Pcosa + Qsi na ) d.v 


而 


即有 

故有 


^ J I Pcosa + Qsina d.s. 
(Pcosa + Qsina)' 

= P 2 cos 2 a + Q^sin'a + 2PQsinaCOSa 
0 ^ (Psina — Qcosa) - 
=P 2 sin a + O^cos^ — 2 PQsinacosa* 
2PQsinacosa ^ P' sin;a + cos :， a • 

(Pcosa + Qsina ) 2 <P 2 +Q-\ 


从而 I Pcosa + Qsina |< VP 2 +Cf < M, 


Pcb- + Qd^|<jMd5 


【4278】估计积分 




3 >dr — xdy 
(x 2 +xy+y 2 ) 2 ^ 


证明 


在圆周 p+ y = r 2 上，有 


P 2 +Gt 


Cr 2 +a+y) 4 


R 2 


< 


R 2 


(K 2 +a) 4 〜 (R 2 -\ xy |) 




( R2 


_Rr _ 

x 2 + v 2 


16 

炉， 


利用 4277 题的结果有 


因此 


I Ir 1< 

lim I R = 




2kR 




计算沿着空间曲线所取的曲线积分（设坐标系是右手 
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• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


系 ）（4279 〜 4283). 


【4279】|\/— z 2 )dr + 2wdwi 2 ch， 其中 C 为沿着参数递 


增方向运动的 曲线: 




(0</< 1) 


解 


0 

I-— 


z 2 )dr + 2 yzdy — x 2 dz 


「[(/* 一/ 6 )+2/ 5 • 2t-t 2 • 3r 2 ]d/ 

Jo 


(3/ 6 -2/ 4 )d/ 


7 5 ~ 35 - 


【4280】 fjvcLr + zdjy + idz, 其中 C 为沿着参数递增方向运 
动的螺 旋线： 

x = acosi^y = asini^z = It (0 ^ ^ 2 丌 ）. 

I 

解 3 ；cLr + zdy + xdz 

C 

[•2k 

= J (— a 2 s'\n~t + aht cos/ + o^cos/)d/ 

=( -訾 + 一 +—n/) & 


a ： Tt. 


【4281】 （y — 2：)dr + (2： —j*)d_y+ («r —))(1：?， 其中若从 j* 


轴正向看， C 为逆时针方向的圆周 

x 2 + y + = a 2 ^ y = xtana 

解如4281题图所示 
利用球面的参数方程 

x = acos<pcosi/j,y = asin^cos^^ 
z = asinip. 

在 ABC 上， p = cr， 因而有 

x = ucosacosip.dx =— acosasin^d^. 


jrtana (0 <a < tt) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 



4281题图 

y = asinacos^td^ = _ “sinasin^d #， 
z = asuiip.dz ― acos^d ^， 

所以 2) dr+(2 ： — j) d;y+(j* — jy)d2 ： 

■MU' 

=“ J 、[一 (sinacos^— sin^)cosasin0 

一 (sin0 — cosacos^») si nasin0 
+ (cosacos^» — si nacos^) cos^»] dtp 

r 号 

=a~j ^ (cosa — sina)d0 = \/^r ’ 丌 sin (号 — 

m 

在 上# = a + 7 r ， 同样可得 


_ 

—2>cLr+ (z — ar)dy-\- (x — y)d 


z 


-a 2 


(sina — cosa)d0 = v^Wsin (■^ —a j 


因此，有 


(y— z)dr -t- (z —x)d^+ (: r —jOd: 


2 / 2 tzu 2 sin ( 子 - a) • 


【4282】 /心+ ^办+ ^^^其中。为若从 Or 轴正值 (x 


284 



• 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


>«) 部分来看， c 为逆时针方向的维维安尼曲线* r 2 +/+ z 2 = 
a 2 ,jr 2 +y = ar(z^0 9 a>0). 

解柱面 v+y =似的方程可变为 




故令 X =号 + 号 cosr，：y = ysin/ (0 < / < 2 tt) 

则 之 = vV-Cr 2 + ： y 2 ) 


a 2 ( \ +cosr) 2 , a 2 sin 2 


asm 


从而，曲线的参数方程为 


a(l + cost ) asint 
:= - 5 -，: v = 


所以 


asm 




^ 2 dr + 2 ： 2 d^ + x 2 d ： 

€ 


a 3 sin 3 / 




(1 + 咖 ) 2 


f2ir ..3 "3 「 2ir 1 一 

-^-(l — cos 2 /)d(cos/) + ^\ - : 

Jo O L J 0 4 

+ a 3 ir ( 1 _ sin 2 i ) 2 d ( sin i ) 

i 1 、 2x 

+ f [ sin / ~( f + { sin2/ )]ir 

+ a 3 ( S inf — 音 sin 3 + + 如 in 5 +) 


cosr 


cos/d/ 


na 
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【4283】 


C 


(: y 2 —z 2 )dr + U 2 — 了 2 ) 办 +( 了 2 — y)dz ， 其中 C 


为球面一部分 x 2 +y+z 2 = \ ^x^O,y^O,z^O 的周线，沿该 
周线正向运行时这个曲面的外侧保持在运行的左侧 . 

解围线在平面部分的方程为 


工 


■ 

cos<p 9 y = sin^,^ = 0 ^0 ^ ^ ^ 


根据轮换对称性，有 


(y 2 — 2： 2 )dr + (z 2 —x 2 )dy + (x 2 — y 2 )dz 


0 


[sin 2 ^ • (一 sin^) — cos' ^cos^jd^) 


r 嘮 rf 

= 3(j (1 - cos 2 沪 ) dcos^ — 2 (1 — sin 2 ^)d(sin^)) 

= 3 (co 叫 — ^cos 3 p—sinp++sin 3 p) 

利用全微分求下列曲线积分 (4284 〜 4289). 

r<2.3.-4) 


【4284】 


(i.i.D 


xdr + y d.y — z 3 dz. 


解因为 


xdx y 2 dy — z^dz = d ^ + -^y 3 — ^ 


z 


所以 


*(2.3.-4) 


(!.!•!) 


dx + y 2 dy — z"dz 


( i x 2+ i y ~ i z， ) 


(HI) 


(1.1.1) 


53 


12- 


【4285】 




解 


yzdr + xzdv + xy dz. 

(1,2.3) 
r(dA.i) 

3^2: cLr + jx d^y + = 

: ,3) 


(6,1.1> 

xyz 

(1.2.3) 


0. 


【 4286 】 ^4： 攻 ~^ d : ， 其中点 Cri ，％， A ) 位于 
球面 P + y + z 2 = a 2 上，而点(: r 2 ， MQ ) 位于球面 x 2 + y + ^ 
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. 曲线积分第八章多重积分和曲线积分 


(a>0,b>0). 


【• + vdy + zdz 


=>/：d 十 ； yj 


【4287】 


—― \/j^^r >•? +3 =/ ，一 “. 

tp(x )dc ip { v ) c\y - i - j ( c ) d ^. 中 y 和 v ’， 为 


迮续闲数. 

解因为 

(fX.i )dr -r 0( v)cl v ， y)、.: )dc 


所以 


=d( I (p(u)c\/t 4 - I ipixOdv i- j z(u.)d.a. ) • 

J r i % ■>'! J 'j 

% Oo •:•? .z t > 

• (p(j )dj + ip(y)dy -r z)dz 

(j r v r iC i , 

=(I (p(u)Au + j 0(.cOck，+J ^(uOckt) j 
= 2 <p(u)du + j ^(lOch ； + \ ^(uOdxt'. 

J J V| j tj 

【4288】 r ^ V/G +.v + cKdr + cb； 十 ck >, 其中 / 为连续 


函数 • 


令 

F(x^y*z) 


/(w)dwf 


由于， /(〃） 是连续函数•故 

F f j(x^y^z) = f(x-\-y + z) ♦ 

F f y (x,y 9 z) = /(.r + ^ + 2：)t 

F r t (x^ynz) = f(x + y-hz ), 

并且这些偏导数都是连续的.所以 F ( x , y , z ) 可微，且 

dF(x,y,z) = F^dr + F' y dy + F' Z dz 

= fix + ^ + 2 ： )(cLr4-dy + dz). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


因此 


f ( ，：， ） 

• ' f(jr + y-^-z)(dj ： + dy^-dz) 
J ( r, •>, .r, > 

= F(x 2 ， }2 ，之 2) — F(j：i ,Z\ ) 

f^ 2 ^^2 ^1 ^ z l 

=' ' f(u)du- f(u)du 

J 0 Jo 

，十 .v 2 ; 今 

=| f(u)du. 


【4289】 


丨 ' v i 叫 


/( 乂 r 2 + y + z 2 ) (a dr + ydy I zck ) ，其 


中 / 为连续函数 . 

解令 


f 一 2 /( 編 , 


由于 / 是连续函数•故 

F\(x,y,z) =xf(Vx 2 +y 2 +z 2 ), 

F'y{x,y y z) = yf( Vx 2 + y 2 + z 2 ) ， 

= zf{y/x 2 + ： y 2 +z 2 )， 

并且，都连续，所以 F(x,y,z) 可微，且 

dF(x,,y,r) = F’jdr + + F^dz ： 

=/( Vx 2 -i-y 2 +z 2 ) Udx + ydy + zdz ), 

• 外 .2 ，） . , . ■ ■ ■ 

因此 j " ^ / ( Vx 2 + y 2 z 2 ) (xdx + ydy + zdz) 

=F (: c 2 ， y 2 ， z 2 ) —F(xi ,y\ ， zi) 


ifi 


•j 十 4 


f(/u)du (令 


2 J WM .. 

= f ^± Elv/( V )du 

J y/ ^+^1+2, 

求原函数 m , 若 (4290 〜 4292). 

【 4290】 dw = (x 2 —2yz)dx-{-(y 2 — 2xz)dy J r{z l —2xy)Az. 
解 du = ac 2 Aj ： J ty 2 dy J rz 2 Az — 2{yzAx xzdy-^r xydz) 


4292). 




•曲线积分第 八章多 重积分和曲线积分 


d ( i + i + i ~ 2xyz )^ 


所以 


(j- 3 +y+z 3 )-2^+c 


【 4291 】 d“= (1 — 丄 + + )dr+(l + ~^ 


jdjy — ^d^：. 


du 


dr + (- 士 dr +#办 )+ 士 ( yclr + : d3 ；) - -'rdz 

d, +d (-f) + d(f)=d(,-f + f). 


所以 


—J ： 丄 U 


[42921 du 
解 由于 


(j + _y — 2 )dr+ Cr + _y — 2 ：)civ + Cr + _y+ z)dr 

jc 2 +y +Z 2 +2xy • 


(x + .y — 2)dr+(x + ^ — 2 ： )d < y+(j' + .y + 2)dz 
=(xdr + ydy) + (.y da* + jdj;) 

+ (x + ^)dz — 2 :( dr + d.y) + zdz 


yd[(x 2 +y+2x^)+z 2 ] 

+ (j + j/)d2 — zd(j' + t y )， 

= 丄 d[(>r+ ,y) 2 + g 2 ] i (:r + y)dg 一 zd(x + 
— 飞 (x + y) 2 +z 2 ^ (x + y) 2 +z 2 


du 


•^•dln [(: r+ ： y) 2 + z 2 ~\ + d(arctan 

d In \/(x + v) 2 + z 2 + arctan ― : 

x - 


• r+：y 


w = In %/(x + y) 2 + z 2 + arctan 


- h C. 


F - € ^ ••暴 ▼ I T r I ^ I ^ « I I • 

工 +*y 

【 4293 】当质量为 w 的点从 (a ，： yi ，々 ） 位置移动到 (x 2 ，： y 2 ， 
A) 位置时 (Or 轴垂直向上），求重力所作的功 . 


289 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


解 设 i 小 k 为各坐标轴上的单位向量•则重力 


F 


叹々’， 


而 d J = dn •十 d>;/ + dcA: 

从而功的微分为 

d\ — F • d> : mud 

所以•觅力所产牛的功为 


•( •r, 、 y” % Zr 

A = .… 





【4294】弹力方向指向坐标原点•弹力的大小与质点到坐标 

职点的距离成正比，若这个点沿逆时针方向描绘出椭岡4 + $ = 

cr b 

1的正四 分之一 ，求弹力所作的功. 

解 F =— kLii +37 ). 

功的微分为 


dA = F 


—k(xd.r + ydy) = d 


kUi + yj ) • ( d.iT + dyj ) 

k 


( p + y ) 


所以•所求功为 


A 


f(0. 厶） f(0.//> 

= dA = k\ (: rdr+ ) ， d)) 

J (a.O) J (a.O) 

L I (0.//> / 

= 一 y (工 2 +y) =—4-c^ 2 —u z ). 

L I ( a -0) L 

【4295】当单位质量从 AM , 移动到 AM 2 ( x 2 


M ， z 2 ) 时，求作用于单位质量的引力 F 


(其中 


^ r 2 +/+/,) 所做的功 • 

解引力指向坐标原点，故它的方向余弦为 


cosa 


X 


cos^S 


-y z 

上 ， cosy = — ~ 
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12 •格林公式第八章多重积分和曲线积分 


引力在坐标轴上的投影为 


厂 _ 「 _ r , y 厂 


kz 


所以，功为 
A 


•(^2、 v 2 - 

k 


: 2 ) jdr + ydy + zdz 

‘V 广 3 


k 「(々•々•¥ dCr 2 + v 2 + 2T 2 ) 


「怜 
J < r, • y, • 


( x 2 + y 2 -\- z 2 )^ 


k 


=k 


^ 2 + y 2 + z 2 
1 




(•Ti 


>1 


1 


vxl + y \ + z \ \ Jx \ + 3/1 + z \ 


§12. 格林公式 


1. 曲线积分与二重积分的关系 若（:是逐段光滑的简单封 
闭周线，该周线围成单联通的有界域 S ， 并使域 S 保持在其左边， 
而函数 P ( d ) 和 Q ( x , y ) 与其一阶偏导数 P ^ Crj ) 和 Q ', Cr ， 
30 —起在域 S 内及其边界上是连续的，则有格林 公式： 


^ + Q(x,.y)d^ = JJ (雲 — ^ )cLrd^» ① 

若把域 S 的边界理解为所有边界周线的和，周线绕转方向选 
择成域 S 仍在其左边，则公式①对于受几个简单周线围成的有界 
域 S 也是正确的. 

2. 平面域的面积由逐段光滑的简单周线 C 围成的图形面 
积 S 等于： 





(jd_y — ydr ) ， 


在这节中，若不谈相反的情况，假定积分的封闭周线是简单 
的(没有自交叉点）•被它围成的域不含无穷远点，并仍然在其左 
边（正方向）. 

【4296】用格林公式变换曲线 积分： 
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j 2 +y cb + y[xy + ln(x+ V x 2 +y)]d_y ， 


其中周线 C 围成有界域 S . 

解设 


v+y ，q = v ++(1 + A 2 +y )， 


从而 


3Q_dP 


y 2 + 


A 2 +y vV+y 


所以，根据格林公式有 




JJ Vr?x 3y ) ^ IK ―… 

S 〃 S 

【4297】运用格林公式计算曲线 积分： 

% 

I = 0 y) 2 dx — (x 2 + y 2 )dy, 

K 

其中 K 为依正向经过以 A (1，1)， B (3,2), C (2,5) 为顶点的三角 
形周线 ABC . 

直接计算积分以检査所得的结果. 

解如4297题图所示 



4297题图 

AC ， BC 及 AC 的方程分别为 

y = -|-(^+ 1) =—3x+ ll,jy = 4r — 3, 
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•格林公式 I 第八章多重积分和曲线积分 


这里 


(•r+ ： y) 2 ，Q =— (x 2 + ： y 2 )• 


dQ dP 


2x — 2{x-\- y) =— \x — 2y 


过顶点 C 引直线垂直于 Or 轴，把三角形域 S 分成5 1 和5 2 两部分, 
所以根据格林公式 

/ = J (— 4 x — 2y)dj：dy 

s 

= J(— — 2y)dxdy — 2y)dj：dy 




— 2 y)Ay 


4j—3 


(r+\ 


(—Ax — 2y)dy + 


f3 f-lrfll 


4x 




245 _ 105 
12 4 


140 


如果直接计算，则 


=J +J +J 

J AB J a： J CA 

= 1 ! [(- r+ f + i) 2 _ i( xZ+ f + f + 1 )]^ 

+J:C(x - 3x + ll) 2 - (- 3)(^ + 9^ - 66ir + 121)]dr 
+J" 1 [Cr + 4r - 3) 2 - 4(^+ 16 ^ - 24r + 9)]dr 

= F l & x 2 + i x+ i) dx 


+ J 3 (34x 2 -242x + 484)dr 


(-43x 2 +66x-27)cLr 


58_ 283 85 = _140 

3 3 3 3 • 
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运用格林公式计算下列曲线积分 (4298 〜 4301). 


【4298 】 djy — : r 2 ： ydr ， 其中 C 为圆周： r 2 +： y 2 = a 


解 P =— x 2 y,Q = 
所以 ixy 2 dy - x 2 ydx 




( y 2 + x 2 ) drdy 




= ro r=z f. 

【4299】£(了+7)心_(1一7)办，其中(：为椭圆^+袭=1. 
解 P = (x + y ), Q =- U - y ), 


所以 


故 


笋-笋 2 , 

cJx dy 

( j : + y)dr — (x — y)dy = 


(— 2 ) drd^y 


坏 1 

一 2izab. 


【4300 】 f e^[(l — cosjy)cb — ( 3 ; — sinjOdy ]， 其中 （’ 为沿正 


向围成域 0 < :r < ; r，0 < ：y < siru 的周线. 


解 P = e ^ (1 — cosy ), Q =— e^(.y — sinjO 


所以 


因此 


I? 


dP 


e : (y smy ) — e ^ sin^y =— ye s ^ 


e x [ (1 — cosy ) cb — (y — sir \ y ) dy ] 


JJ ye J dxdy =—J e^drj ydy 


= - 


0< 



— ]r f e^sin^dr = — \ e J -- 

Z J 0 L J Q 


2 




dr 


e J cos2xdr ) 
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cos2x + 2sin2a: 


-]| 


(l-e，）. 


【4301】 


e … y ' (cos2xydr + sin2j^d^y) 


cos2 . Q 


s\n2xy, 


所以 


I? 


riP 

3 y 


=e '’、•） [( — 2xs\n2xy + 2yco?,2j：y 
— (2jycos2 xy — 2xsin2jy)] = 0, 




了 2 十 yW 


(cos2 xy dr + 


= Odrd^y = 0. 

【4302】 以下曲线积分彼此有相差多少 ? 

/i = [ (x + y) 2 or — (j: — y) 2 dy, 

J AnB 


Aih 


(j* + y) 2 cLr— (*r —O, 


其中为连接 A(l ， l) 点和 23(2,6) 点的直线，而为具有 
垂轴且经过 A 和 B 点及坐标原点的拋物线 . 

解 设抛物线 A//B 的方程为 : y =or 2 +&+r ， 将 A(l ， l )， 

B(2.6) 及 0(0,0) 坐标代入得 ， a = 2,6 =— l，c = 0 ,即拋物线方 


程为 


2x 2 — I ，直线 AmB 的方程为 y = ox — i, 
P= (.r-^y) 2 .Q=-(x-y) 2 , 

孕 — ^ =— 2(x — y) — 2(x + y) =— 4 a*. 

dx dy . 


利用格林公式有 


/i (x 2 + ： y 2 )dr—(a: —jO’djy 

J AiH 
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(_ 4jr)drdjy = dr ^ (— Ax)dy 


— 4 i (—2 j * 2 +6 j *-4 )dr 


(2/ - 8 了 3 十8了 2 ) 


— 2 . 


【4303】计算曲线积分 


Atri) 


siny — my ) dr + ( e s cosy — 7 n ) dy ^ 


其中 AmO 为从 A ( a ，0) 点到 0(0,0) 点的上半圆周 x 2 + y 1 = ax 
提 示:用 （> 轴的直线线段 ( M 补充路径 AmO 成封闭曲线. 
解用直线段 （) A 连接点 0(0,0) 与 AQ ，0)， 这样得到一个 
封闭的曲线，它是半圆域 S 的边界 

S：^ 2 +y 

而在线段 OA 上 


( e r s\ny ^ my)da + ( e r cosy — m ) d ^ = 0. 


从而有 


/V/rf ) 


J +J =1 . 


根据格林公式有 




( e x siny — my )dr + (e x cosy — m)dy 


l/wcLrd^ = m • i # 7 r (f) 


nrnu 


L^ si 


sinjy — my ) cLr + ( e 1 cosv — rn)dy 


Tzrrn 


【4304】计算曲线积分 


AinB 


[< p ( y ) e J — //73 ；]dr + i ^( y ) e r — // 2 ]办， 


其中 cpiy ) 及 cp \ y ) 为连续函数 • AW 为连接 A ，力 〉 点 B ( x 2 , 
A ) 点的任意路径，而 R 与 AB 线段一起围成大小为 S 的面 
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^{ AmBA . 

解根据格林公式，有 


因此 


[^>(. y ) e J — my ^\ dx -\-[_( p f ( y ) e r — r)ijdy 


\rn drdy 


mS . 


L < p ( y ) e J — my^dx + — 爪二 dy 

J — J m (jydr + d^) 

P . 乃 > - Hi + - A) + D ] dr 

lcr 2 .V Jx 2 L- J-2-Jl 旷 乃」 

e f ' cp ( y \) — c^ 2 cp ( y2 ) 一 w (: yi + 为 ■ 一 乂 1 ) ( jt \ — x ?) 

\ JT ? / 


f 也二^ 2 

2 Xz—JTi 


Jl )" 


= e J > < p ( y \) — ^ l ( p ^ yz ) + m ( V2 一 ) 

+ 专 (:2 - 工 1 )( ： V 2 +% )， 


/Vnti 


_( p ( y ) e 』—+ 一 〆 （ jy ) e J — rn dy 


mS 


•々(） 2 ) — e r ' 9 ( 3 - 1 ) — rn ( y . 


— y (^2 — A )(夕2 +力 )• 

【4305】确定两个连续可微分二次的函数和 Q(h 
30 ,使得曲线积分： 

I =(^ P(j' +a+ dr — Q(:r a 9 y + /3)cly f 

对于任何封闭周线 (：都 与常数 a 和无关. 

解由格林公式得 

; = 」 . 「 、 7 < 3 ( ， + 广 2 + 尸 ) _ riP(,x~a,y-^^) - 

= A . 



① 




由假定知 A 与 a 4 无关，只与曲线 C 有关.上式中的 S 是由 C 
围成的闭区域.又根据题设知 . p . p 具有连续的二阶偏导数.故① 
式中二重积分中的被积函数关于 a # 具有连续的一阶偏导数.因 
此，可以在积分号下关于求偏导数，得 

|Trr9 2 Q(x + a v y+i3) _ ( ? 2 P(x + avV + /?)] dt u 


circle 


② 


JI[ 


3 2 Q(x + avV + g) 



3 2 P(x + a,y + 


- dxdy 


C =0 , 


③ 


②和③式对任何 S 都成立.而②和③式中二重积分的被积函数 
是连续的，故被积函数必恒为零.亦即 

3 2 Q(x a^y + 0) 3 2 P(x - y +/?) _ A 

-的 ， ④ 

c? 2 Q(x + avV + /?) _ 0 2 PCr^a,y + 3) ^ 

?^)x 喂 y — • W 

设 •!* + (! = «，} + #= U 

a 特右 3 2 Q(x + a^ y f 5) d:Q(u ， v) 


④ 

⑤ 


显然有 


3 2 PU + a,y + 0) 
0a3y 

f ) J Q(*r + a，v + 3 ) 


d 2 P(u,v) 

dudv 

fl Q(u.v) 
OvOu 

cJ 2 P ( u , v ) 

<lu 2 


3 ； P(x 十 a，_y _ f) P(u^v) 

(，y — """ Ji ? ^ ， 

所以，④与⑤可改写为 

(1 ^dQ(u^v) _ dP(u,v) 1 一 f) 2 Q(u^v) 一 d 2 P(ujv) 
du clu fh ； 」 die 


r7 厂 


clQ ( u , v ) 

du 


dP(u ， V) 

3 v 


■ = c ? 


Q(u ， v) 

c)v3u 


c ) 2 P(iuv) 
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. 格林公式 


由此可知一^^ 

ou nv 


々(常数). 


将 w，z； 改记为 JT，：y， 贝 lj 

= M 常数). 

dx fiy 

令 F ( x , y ) = [ r p ( t , y ) dt . 

Jo 


⑥ 


则 F ( x , y ) 具有二阶的连续偏导数，且 

，m ^ 1 = p ( u ). 


⑦ 


由⑥式知 


clQU '. y ) 

3 x 


々+ 


OP ( x , y ) 

3 y 






3 l3F(x ， 


dy \ r)x 


上式两边积分得 


Q(jr,y) = h，+ 


d Fix , 

fl y 


+ ( p ( y )- 


⑧ 


由⑦及⑧式知 FU . y ) 具有三阶连续的偏导数.反之，若 
F ( x , y ) 是任一具有三阶连续偏导数的函数，而是任一具有 
二阶连续导数的函数，则由⑦和⑧式确定的 P(i，：y) 和 Q(u) 
必具有二阶连续偏导数，且使⑥式成立，从而有 

/ = O P(.x-ra,y + p)dj ： + Q(x + a^y+l3)dy 

C 


=1 


<?Q( :r + cr、y + )3) 
?x 


+ a ， 

d y 


jcbdjy 


JifecLrd 


kS. 


故 J 是与《，/?无关的常数. 

综上所述，可 知:使 / 与 a，/3 无关的具有二阶连续偏导数的函 
数 P (: r，W 与 QCr，W 由公式⑦与⑧确定，其中 J 为常数， FCr， 
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具有三阶连续偏导数的任一函数， 0 (« y ) 为二阶连续可微的任 
一 函数. 

【4306】可微分函数 FCr ，： y ) 应当满足什么样的条件可使得 
曲线积分^ FU 9 y )( ych ：- hxdy ) 与积分路径的形状无关？ 

J AmB 

解 P = yF ( xjy ) ,Q = xF ( x 9 y ). 

由格林公式知所求条件为 


，其中 C 为不通过坐标原点 


— [_xF(x 9 y)^\ = — [^F(x,^)]» 

即 xF ' Ax . y ) = yF f y ( x , y ). 

【4307】计算 J =£ ,二 f ，其中 C 为不通过坐标原点 
沿正向运动的简单封闭周线. 

提示: 研究两种情况：（ 1 )坐标原点在周线 之外； （ 2 ) 周线包 
围坐标原点. 

解设 


p= -rf7， Q = ^T?. 

当 Cr ，： y ) 关（0,0)时，有 

9Q = y 2 — x 2 = 3P 
3 x ( x 2 +y ) 2 3 y ' 

分两种情况 讨论： 

(1) 坐标原点在围线 C 之外，应用格林公式有 

J = 丰 ‘ p dr + Qd 尸 | ( 尝 ― g ) drd>> = 0. 

(2) 坐标原点在围线 C 之内.取 a 充分小使得以坐标原点为 
圆心， a 为半径的圆周匕:/ +y = a 2 ，完全位于围线 C 之内，由 C 
与 L 围成的区域记为 s a ， 则在 S u 上， P ， Q 有连续的偏导数，应用 

格林公式有 (f +^_ )Pdr + Qdy = J| — )cLrciy = 0 ， 


其中 C 表示沿 L 的负方向(顺时针方向）所以 
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因此 


/ = y Pdr + Qdj; = j) PcLr + Qdy. 

la 的参数方程为 

x = acosZ，y = asint (0 ^ t ^ 2 兀）， 

/ =cf 工勾—々 

j/ d ?+/ 

= l(acost)iacost) — asinl (— asin/) Jdr 

= J dt = 2 k. 

运用曲线积分，计算由以下曲线围成的面积 (4308 〜 4313) 
【4308】椭圆 

x = acosi^y = 6sin/ (0 ^ ^ 2n). 

解面积为 



1 r 2n 

dy — y(Lr = -z- ah{co?rt + sin 2 Od/ 

Z J o 


= nab . 

【4309】星形线 

x = acos^t^y = bs\n s t 

解面积为 

S = 4 ^ 1 办一 ydr 


(0 < / < 2tt ) 



3ab f 2 

TJo 


.2k o 

(cos 4 ， sin 2 , + cos 2 /sin 1 dr 

o 


3ab f 2 


=^ - [ sin 2 2fd / = ^ izab . 
o Jo o 

【4310】拋物线(: r + ： y) 2 = or ( a >0) 和 O 轴. 

解作变换^ ^，则抛物线方程化为 

x 2 ( l+/) 2 = or , 

从而，抛物线的参数方程为 


( 1+/) 2 


，: y 


( 1+0 


( 0 <^ <+ co ) 
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丨米多维奇数学分析习题全解(六) 


它与 @ 轴的交点为 (a ， 0) 与 (0,0) 曲线 C 由直线段 04 ,及抛物线 
弧段构成，在直线段 0A 上，有 

xdy — jydr = 0 ， 

在抛物线上有 


xdy — ycLr 


( 1 +/) 


7 dr . 


所以，所求面积为 



xdy — ydr 


2 . 0 


d / 

( 1+/) 4 


( 1+/) 3 0 


3cwy(a > 0) 


【 4311 】笛卡尔叶形线 .r 3 +y = 3^(6 
提示 : 假定 J = At. 

解作代换 ^ ^，得曲线的参数方程为 

3al 3al~ / 

^ = 1+?^ = 1+? ( W 〈一 


( 0 </<+ 


cb 


3a(\-2t 3 ) 

( 1+/ 3 ) 2 


d/，djy 


3cU (2 — / <) 
(1+/ ：1 ) 2 


d/t 


从而 jcdy — : ydr 


9a 2 1 2 
(1 + r 3 ) 2 


d /， 


所求面积为 



xdy — jycLr 


9 a ! p 

2 Jo 


(1+f 3 ) 2 


¥(""!+?) 


3a 2 


【 4312 】用双纽线 Cr 2 + ： y 2 ) 2 = a 2 
提示 : 假定 : y = xiaiKp. 

解曲线的极坐标方程为 

r 2 = a 2 cos2<p 9 

故 x = acoscp Vcos2(p,y = asm(p 

从而 j：dy — ydj- = a 2 cos2^d^. 
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•格林公式第八章多重积分和曲线积分 


由对称性有 



xdy — ydr = ^ a 2 cos2cpd(p 


= 2a 2 1 cos2^d^ = a 2 . 

【 4313 】曲线: r 3 +y = x 2 +y 和坐标轴. 

解作代换 J = 得曲线的参数方程为 

- r = - ~y= (0</<+oo), 


' — IT ?， 尸 w 

曲线的起点为 （ i ， o )， 终点为 ( o ，】）， 在曲线上 
」 ,_ (\+ t 2 ) 2 


xdy — ydx 


t ^) 2 


d /. 


在 Or 轴从点 (0,0) 到 （1，0) 的线段上•及在（冬轴从点(0，1)到 
(0,0) 的线段 t 

xdy — ydx' = 0, 

所以，面积为 

S = ^dy- y( b: = TT^d/ 


0 ( 1+/ 3 ) 2 


= i[C ( iT ?7 d/ 

利用3853题的结果可得 


( l +/ 3 ) 2d/ + 2 Jo (1+/ 3 ) 2 山 


S = 4 




=士+士 


(音)厂⑴ 


厂 （2) 


•音厂(音 W 士) 


7十 


TT + 


sin 


l?r 



【4314】计算由曲线围成的 面积： 

+ (a>0,;/>0,m>0). 

解作代换 y = 得曲线的参数方程为 


at m 一 a / m ， 

( l + t) nfmH9y = ( 1 +/) 


(0</<+co) 


从而 xdy — 


2 ( 2 - 


(1 -/) 2 ^ 2 


利用3852题的结果，可得 


xdy — 


( 1 +/) : 




B (2 m 4 1 *2;/ + 1 ). 


【4315】计算由曲线 

和坐标轴围成的面积. 

提示:假定 


( a >0 J ?>0, n >0) 


— = cos n (p^ = sin n ^. 

曲线的参数方程为 




bs ' in ^ 


o < p < I ) 


所以 ./* d >； — vdr 

而在坐标轴上 

xdy — ^ycLz 

因此.所求面枳为 




" 1 1 cpd<pn 


姓 a*d：y - ydr 

1 lab i -, 

tJo v cosw ^ 


★ 
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【4316】计算由曲线 




/r— 1 


( a > 0 ， ft > 0 ,”> 1 ) 


和坐标轴围成的面积. 

解令 


立 /• 

a 


则得曲线的参数方程为 


a(l+r 

l + / w 


& (1 + r ^) 

i + /" 


(0 < / <+oo )， 


所以 


地 -ydx = ah --——yT ^ ， 


而在两坐标轴上，有 

xdy — j/dr = 0. 

根据面积公式并利3853题的结果，可得 



x d^y — ydx 


qh[^ (1 +r ， H ) 2 
TJo (l + r) 2 


r f 2n-2 

[Jo ttW /+2 L 


(\+n 2 




40 ^ 

0 ( 1 + r ) 


f[X 2 — 士，士 hirbl 。 

71 V 71 n / J 

f [ i + B ( 2 - H )] 


305 


吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




qb 


1 + 


丄)兀 


sin 


【4317】计算曲线 


(? r +( f ) 


(fr(f) 


w 


(“ >0,6>0， r >0，”>0). 


围成的面积. 

解令 


xt . 


得曲线的参数方程为 


act n 

1+^ H 


所以 xdy — ydj ' 


_ 

y = TT ?^ 

abc 1 t 2n 

( l +#) 2 d /’ 


( 0 </<+ od ) 


因此面积为 



xdy — j/cLr 


刳 ‘ 


abc 2 1 

2(2”+ 1) * 1+Z 2 以 1 


(1+严 1 ) 2 

二 abc 2 
— 2(2; z + l )* 


【4318】一个半径为 r 的圆沿着半径为尺的固定圆圆圈外面 
滚动（不滑动）时，由活动圆上的一点描绘的曲线被称之为外 
摆线. 

假定比值 f «是整数 (〃& 1). 求由外摆线所界的面积.请 

分析特殊情况 r = R (心形线). 
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_ 12 . 格林公式 | 第八章多重积分和曲线积分 

解取定圆的中心 O 作坐标原点， Or 轴通过动点的起始位 
置/ V ，即为两圆的公切点时的位置.外摆线的方程推导如下 ：设动 
圆的圆心为 C ， 两圆的切点为 B ， 记= /( 运动开始时，设/ 
= 0 ). 则切点在定圆上所移过的弧3等于它在动圆上所移过的 



n n 


从而 ZAOB = 丄，设动点 M 的坐标为 ( u )， 则 

n 

x = OG =OE + FM 
= (R-\- — ) cos — + — • sin^/FCM^ 

但 ZFCM = ZBCM- ZOCE, 

且 ZCCE = ^-ZCOE = 吾一丄， 

L 乙 n 

% 

从而 ZFCM= (1+ 士)， -f ， 

smZ.FCM =— cos (1 + 士 ) / ， 

所以 X = 1 + 七 ) cos ★- fcos( 1 + "^ )/ ， 

同样 y = CE-CF 
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=/?(1 + 士 ) sin 含 一 |sin(l ++ 

若记 <p= 1 ，并注意到 R = nr ,外摆线的参数方程为 
T n 

x = (n^ 1) rcos^j — rcos(r? + 1) 史， 
y = (n + l)rsin^>— rs\n(n + \ )(p. 

由尺 = nr 知，当动圆滚动〃圈后，起点与终点重合，即 p 的变 
化范围为0 < p < 2 tt ， 故所求面积为 

S = 

= — ( ” + n (1 - co ， )dy 
= + 1 )(”+ 2 ). 

特别地，当/? = r 时，即 rz = 1，可知心脏线所界的面积为 S 

= 6 兀 〆. 

【4319】一个半径为 r 的圆沿着半径为的固定圆圆圈里面 
滚动（不滑动）时，由活动圆上的一点描绘的曲线被称之为内 
摆线. 

假定比值 f 〃是整数 (〃& 1). 求由内摆线所界的面积.请 


-^> xdy — >»dr 


分析特殊情况 r = 星形线). 

解和上题一样可求得内摆线的参数方程为 
x = r(n — 1 ) cos^ + rcos(n — 1) 史， 
y = r{n — 1)sin 史一 rsin(rz — \)(p 

{0 ^cp^. 2 丌 ). 

故所求面积为 





^vcLr 



r 2 (”一 l)(n — 2) 
2 


•2ir 

(1 — C0S7Kp ) dcp 


= Trr 2 (;? — l)(n — 2). 
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特别地，当 r = f 时，即 ;2 = 4,得星形线所界面积为 S = 6： rr . 

【4320】 计算割下柱面了 2 +/ = or 被曲面: r 2 +/+ z 2 = 
a 2 部分的面积. 

解两曲面的交线为 



4320 題图 

x 2 +y = ax 9 z 2 = a 2 — ax . 

考虑 ^ Oy 平面上 (z > 0) 的那部分面积以 c * 表示平面上圆周 
x 2 + y 2 = ar，z = 0， 

其弧长记为》则面积微元为 
dS = v a 2 — ards. 

因此•所求面积为 



X 1 +y = ax 可化为 (x-f) 2 +y = ( 号) 2 , 
所以 r 的参数方程为 

a I a a • 

X = y cos^，_y = y sinp ， 

从而 d.s = 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) _ 

因此 S = 2^ Va 2 — axds 

= 2 J 0 ^/yCl-cos^) . jdcp 

= 2j:Vsinfd(f )=4’ 

【4320. 1】 证明: 位于上半平面的简单封闭周线 C 围绕 
Or 轴旋转所形成的物体体积 等于： 

V=-^ 2 cLr. 

证如 4320. 1题图所示.简单闭曲线可分为两部分，设上面 
曲线的方程为 



4320. 1题图 

y = 3 ^ 2 j < 6 ) ， 
下面曲线的方程为 

J (I) (a ^ x ^ 6) ^ 

故所求体积为 

V = 7T 3^(a:)cLr 一 7T[ (x)dr 



【4321】若 X = ax + by,Y = cr+dy，C 为包围坐标系点的 
简单封闭周线 (W —& •关0)，则 计算： 
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:. 格林公式第八章多重积分和曲线积分 


xdy-vdx 

x 2 +r - 


由于 


ad — be 关 0, 

故只冇原点 (0,0) •使 
X- = 0. 

又 xdy - Ydx 

= (car + ) (edr + ddy) — (ex + dy)(adj -f /xlj*) 

==(ad — /x )(.rdy — 3 ； d 2 *) • 

= 2 ^ + Q( 

其中 p= - ㈣ 1 二 Ah - 

^ (ax + by) 2 + c\y) 2 . 

q = _(ad — lx' )j' _ 

(ar +by) 2 + (cr + dy ) :- 

而 r7Q _ dP = (ad — /x )j(g- + c 2 )x~ — U/ + d' )y : ] 

石" "石一 Kcir+by) 2 + U.r + dy) 2 J 

((* r 、 v ) # ( Of0 )). 

故由格林公式知 

/ = 2 ^ P(j't^)cLr + Q(j',^)d^ 

= ^P(j^)dr + Q(x^)d>s 

其中 L 为包围原点 (0,0) ，且位于 c 内的任一简单闭曲线 . 特別地， 
可取 L 为 

(ax' +by) 2 + (cr + d^) 2 = r 2 ， 

即 X 2 + y2 = r 2 ， 

其中 r 充分小.因此 

r _ IX XdY-YdX _ IX XdY-YdX 

~ tS, x'+v 2 ~ tj L x'+y 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




2 jzrj x 2 ^= r 2 


XdY- YdX 


ad 


, 2 idjy — ydr 


ad — be 


2drdy 


X ^ Y 2 ^ 2 


ad — 


^ j 


D(x, 


irr JJ |D(X,y>| 

X 2 


dxdy 


ad — lx 


nr 


! ad — be 


dXdY 


ad — !x 


nr 


• - ; -:— • nr 2 = sgn(aJ — be )• 

ad — U 


【 4322 】若 X = <pU,y),Y = ^x,y),C 为包坐标原点的 
简单周线，而且曲线 cp(x,y) = 0和 ipix.y) = 0在周线 （’ 内具有 
几个简单交点，计算积分 1( 参见上题). 

解设 


cp(x,y) = Q ， ip(a: ， y) = 0, 

在 C 内的简单交点 


Pi(x i 9 y.) (/• = 1，2 ,… ，爪 ). 

首先注意本题应假设〆 hy) 与〆 a，3；) 在 C 围成的区域内具有连 
续的二阶偏导数，并且在各点 P,G = 1，2,…， m) 处有 

又 XdY— YdX = j doe + ^ yd.y) — ip((p x Ajc + (p y Ay) 

= ((fxp\ —i/xp f s )dj ： + (epp'y — i/xp^^dy, 

r_ U XdY-ydX 

从而 J = 說 X 2 +P 

= P(x,y)dr + Q(x 9 y)dy, 


其中 


PU . y )= 


^ J 

9' +0 2 
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•格林公式第八章多重积分和曲线积分 


Q(x,y) 



^ + 0 ：> 


经计算可知 


rJP 


^ 一 / 巧 4 )( 〆 +0 2) 

— ((p\ipy +〆>〆_!) 炉 2 + (K + (f y) ip 2 

+ 2 W v — H y 、 

(( j - fy ) 7 ^ ( u -)，/ = 1， •••，/；?)• 


由于 


D(X,Y) , n 

DU.y) u ry ,^^ 

所以，我们可取 r 〉 0 充分小，围绕 P ,( x ,, yi ) 作简单闭曲线 C , : 
[^(^^)] J +[0(^^)] 2 = 〆 “ =1，2,…，7/2)，使得 C , 互不相交且 


都位于 C 内，并且在 S , = 

持定号，根据格林公式有 

^ P(jr,.y)dr + Q(-r,.y)dy 


{( U ) IXZ + Pgr 2 } 上保 


飘 


PCjTfjOdr + Q( 


从而 


但 


LVcfi XdY-YdX 

^frTJc. x 2 +r ， 


2 兀 

xdy-Ydx 

f + y 2 


① 




xdy-Ydx 


i((Xp’r _ (p X ip)Aj ： + 、 <pp’y 一 (f yip) dip 




y—(p Ay 




D(X 9 Y) 

D(x 9 y) 


drd ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


2 / D(X.Y) V : r D(X.Y) 
7^ gU D(.r.y) i,： 1 



2( IXX.Y)\ 

7 ( sgn 7x77^7), 




2( IXX.Y) 


^ 2:: sgn 


rxx.Y) 

/)(•，•...） 




代人①式即得 


cLrdv 



ix_x . v ) 

D(x-y) 



其中 .V = c (. Vfy ) - V = iphy ). 

【4323】 证 明:若 C 为封闭周线* / 为任意方向.则 


o cos(/.^)dv = 0* 
r 


其中，1为周线 r 的外法线. 
证 如 *1323 题阁所示 



4323题图 

不妨规定 C 的方向为逆时针方向以 f 表示，由于 
( /，5)= (,，：）一（万，：）， 

故得 cos ( [，，•!）= cos (7,. r ) cos ( w , x ) + sin (了 yx ) s \ n (? i , x ). 


但 


sin (/?*. r ) = sin 


，了) _ 号]=— cos (7， x )， 
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. 嗜林公式 


第八章多重积分和曲线积分 


COs( ；7 »J*) = COS 


( t ， or ) — y j = sin (7 nx ), 


且 cos(f ，：） = 学， sin(7\*r)= 辛， 

as ds 

因此 cos ( T , n ) d5 = cos (7 9 x)dy — sin ( T , x ) dr . 

利用格林公式，并注意到 sin (7^), cos (7, x ) 均为常数，有 

O cos(T,w)d.v = (p [— sin( I,x)dx + cos(T^)d.y] 

f J C* 


||*0drdjy = 0, 


其中 s 表示 c 所围的区域. 

[4324] 求积 分值： 

I = ^ [j ： cos(n,x) + ycos(n,y)^\ds. 

其中 C 为包围有界域 S 的简单封闭曲线，〃为它的外法线. 


cos (; z , x ) = cos (/，: r ) 一号] 


Sin(7 ，: ) = 莹， 


cos(7i,y) = cos 


° s [f - 

in |"(t 


cos ( / ，‘ r ) 




麵 

— sin(7 /， 

麵 


x ) 


f - 


其中， 7 表示 C 的方向•所以 


/ = ^ xdy — .ydr = 2i | drd v — 2S ， 

其中 s 表示 c 所围之域及其面积. 

【 4325 】 求 lim ‘）(F • w)d.v. 

as)— o oJ c 

其中 s 为包含 (A，3；。） 点的周线 c 所围的 面积; d (s) 为域 s 的直 
径为周线 C 的外法线单位向量， FU，W 为在 s+c 中的连续 nj* 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


微分向量. 


而 


解设尸= xr + y /， 

n s = cos(r7,x) = 4 ^ 

as 


co ^ n . y ) 


dr 


所以 （#，5)山 = ( Xn x + yn < y ) d5 = Xd ^ — Ydr . 

故利用格林公式及中值定理有 

( FSi)ds = ^ Xd.y — YcLr =丄[(勞 + 萨 ) drdy 


( f + g ) 


S ， 


^•7> 


其中 ($， v ) 6 s ， 所以 


lim (F,n)ds = lim + 

<S)^0 oJ r d(S )-^0 V OX oy / 


(㈣ 


（ : r 0 ，>) +y’ ，（ *ro，>) 


13. 曲线积分在物理学上的应用 


【4326】均勾分布在圆 j 2 +y = V ，《y >0的上半部的质量 
M 用多大力吸引位于( 0 , 0 )的质量 m 的质点？ 

解由对称性知，引力在 Qr 轴的投影为 X = 0 ,故只需计算 
引力在 Qy 轴上的投影. 

设圆的参数方 程为： 

x — acosd^y — asin ^. 

则 ds = add ， 

对于长为山的一段圆弧，吸引质量为 m 位于坐标原点的质点的引 
力在 Qy 轴上的投影为 

hn M 

dY = - 戶 sin^ • add = sin^d^, 

a Tza~ 
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. 曲线积分在物理学上的应用第 


其中々为引力常数，因此所求力在 Qy 轴上的投影为 

bnM f x . l/x 2bnM 


kmM 、 • 
—— si 

o 


sin ^ d ^ 


【 4327 】计算单层的对 数位 : 


u(x^y ) =乎 ^ln —d.v. 


其中 6 = 常数，为密度 ， r = 

^ + 7 2 = R2 - 

解设 


(^—j ：) 2 + ( 7 — ： y ) 2 ，周线是圆周 


I = x I +yjW[ = + Tfj 

o 为了与 n 的夹角，即沒= a ,/;), 则 

+ rfy = Rpcosd ， 

从而根据对称性有，对数位 


+7 


u(x 9 y) 


2 々 J:ln+ • Rd0 

2Rk\ K \n ■ - 1 ■ - d/? 

」 u \/R 2 — 2Rpcosd + p 2 

一叫 : lnR 2 —1-2 音 coM + (f f ] 也 


利用 2192 题的结果可得 


| o K ln[l-2^cos^+(f ) 2 ]d^ = 


0 P^R 

2tz\u ^ p 〉 R 


因此，我们有 


u(x^y) = — 2Rk \nRdd 


—MM 1 


一 2 县 cos^ + 


(i)] dd 


2i：Rk In -p p ^ R 


2M\n- P >R. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


和 


【4328】用极坐标^和 p 计算单层的对 数位: 



其中 r 为 (… 0点与动点（1，0)之间的距离， m 为自然数. 
解由于 



4328题图 


v (pcos(p— cos0) + (psinf sin #)」 


v 1 一 2| ocos (0 — yO + 〆 ， 


所以 


/i 


J C2n 9 

歹 J cos/^ln[l — 2pcos(tp — (p) +^o ]d0, 


作变换 小 - <p = 0，并利用周期性可得 


yj cosw ( cp -\- d )\ n ( 1 — 2 pcosd + p 2 ) (\d 

Y j ^ co^rncp j f cos /? a 91 n (1 — 2 pcos 0 + p : ) AO 

• f 2 *-p 9 - 

sin ///^ sin // 20ln ( 1 — 2 pcosd + p")dd 

J 一 f - 

~ f cosmp J cosrr £ 1 n (1 — 2 ^ 0008 ^ + 〆 ) d <9 


sin /% s \ nntd \ n ( 1 


— 20 COS 0 + p 2 )dd 




cos// 20 ln( 1 


— 2 pcosfi + p 2 ) dO . 


下面分三种情况来讨论 

1° Og ^ Ci 时，根据2969题的结果，并注意到 
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13. 曲线积分在物理学上 的应用 | 第八章多重积分和曲线积分 


0 m ^ n 


cosmd • cosi^dd 


o 


丌 


m = 7i 


/ r\ n \ 

I\ =— cosnup \ ^ 71 ) = ~P ，，，cosrn( P' 

2° ^ = 1 时，根据 2970 题的结果有 


cos” 汐 ln(2 — 2cos^)d^ 


o 


ln2 • cosmddd + 2J cos/nO • lnsin 

： +(n 


故，此时 /! = —cosnup 


m 


3° /)>1 时 


/. 


cosnup Q 


cos/;i(? 


d ;^ o 2 d^J 


cos，《0ln[l - 2 • — cos^+ (丄） 

5( 士 n 


COS ； /l^ 


In ^ 2 


sin" 汐 


o m \ p 


丌 


p— … cosnup 


同样可得 


Iz 


晋 〆" COSITKf , 0 ^ 1 


丌 


cosrrup t > 1 


—p m sin/«^ t 0 ^ /O ^ 1 


sinnHpj p 〉 L 


【4329】计算高斯积分 •• 
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uU,y)=j 逆 ^ 士， 


其中 r = y ^- x ) 2 + ( r ,- y ) 2 为连接 A (* r ，： y ) 点与简单光滑封 
闭周线 C 的动点 M (6 7 ) 的向量的长度 r ，（/*， / I )为向量 r 与在曲 
线 C 的点 M 的外法线/ I 之间的夹角. 

解设5与 O 轴的夹角为与 Qr 轴的夹角为/? 

/ = (c - • *r) 7 + (rj— y)J. 


cos /3 = 






cos ( r , n ) = cosacos /?4- sinasin ^3 



cosa 


+ ^si 


sina 


代入高斯积分，得 


u ( x , y ) = j ) (^ T^sina + cosajd.v 
=^ Pdq + Qdrj^ 


其中 


则有 


P，Q 





2( f - x ) 


- v ) 2 -( f - x ) 





-V ) 2 一 （ f_*r) 


除去点 ACr ，： y ) 外 

3 Q = 3 P 
分三种情况来讨论 

1°点 A 在封闭曲线 C 之外，则由格林公式立得 
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• 曲线积分在物理学上的应用 


u(x,y)=§ r COS ( 二•，〜 


= 1(1?- 药)心心 


V3x ay) —— ， … 

2°点 A 在闭^线 C 之内，则以 A 点为圆心充分小的正数 e 
为半径作圆周/ £ ，使4完全落在 C 内.设 C 所围的域为 S 4 所围的 
圆域为&，则根据格林公式，有 


cos(r,«) 


Pd^ + Qdrj 


= J( 菁- If) 娜 = 0 . 


其中~是4取反向的曲线.故得 


u(x,y) 


cos( r ， J) 


cos 


㉞ d . 


在二上 


， cos(P ， y?) 


代人上式得 


u(x,y) 



2n. 


3°点 A 在围线 C 上.以 A 为圆心，充分小的正数5为半径作 
圆周，记位于 C 内的部分为 /,， C 上位于小圆内的部分记为 C ,， 如 
4329题图所示，由 MC , 所围之域记为 S , ，则根据格林公式有 


cos(r ， w) 


c ^ l r 


= Ufr % 


Pd^Qdrj 


) d$d 


所以 


cos(r, w 


> d 5 


cos(r，<) 


ZB,AB 


令 5 4+ 0,上式两边取极限得 
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u(x 9 y) 

综上所述，可得 
u(x^y) 


4329题图 

cos(r,w) * 


limZB,AB 2 

a— h> 


cos( r 9 n) ^ ^ 


[ 4330 ] 


0，点 A 在 C 之外 
= ^7 T ， 点 A 在 C 上 
12 k ， 点 A 在 C 之内 • 

用极坐标^和^计算双层对数位 

=: cos ^却， 


K 2 


I : 


cos(r ， n) 


dip ， 


其中 r 为点 AQ#) 与动点 M(1 ， W 之间的距离， （ r, n ) 为方向 
AM = r 和从点 O(0,0) 开始的半径 CM = /! 之间的夹角， m 为自 
然数 . 

解 由余弦定理可知 


cos( r fn) 


1 + r 2 — x> 2 
2r 

1 + [1 + p 2 — 2<x:qs( 0 — <p)] — p 2 
2[1 +〆 一 2pcos(,ip—<p)^ 

1 — pcos(7t — <p) 
ll-2pcos(ip-(p)+p 2 ^ f 
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. 曲线积分在物理学上的应用 


第八章 


M(l , V ) 



4330题图 

令 中一 (p = d. 

并利用周期性及奇偶性，可得 


d ( p . 


r 

J ~c 


cosm ^ d ) l _\-^ 7 6 e 

( K a 1 — OCO^d in 


COS tL CO — \ XfJo ^+ p dd 


• ( n - 1 — pcosd 

-， L w i -2 二 T ? 

2cosr/Kp cosmd - ~\ — 

r Jo 1 — 2ocos/9 f o 


dO 


2^0. 


一一 丫 J 。 一 — \-2pcosd + p 2 ^ 

下面讨论三种情况 

1° (><^<1 时.由 2968 题的结果并注意到 

[0 

cosmO • cosr/)dO = i n 


可得 K , 


2co — L ' 0 — • 

2 cos ， / t ^ ( 号 p m 、 = np m cosnup, 


1 时，则 


2cos ;? z^J 


coswddQ 


p〉1 时，设 
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0 < A < 1 ， 


所以 


2 co — J ": 一 

2 cos ^£ cos ^ 

2co—[f: 一卜二 丄 〆 

^\ l COS ^ lX / c ' oZto \ di - 


dd 


"〒 U 。 一 1-2^005^ + ^ 

+ J ： ^1-2 ； co C ^/4 

利用 2967 题及 2968 题的结果可得 


dd 


cosrr ^) 


pf — 1 

1 — 2 p \ cosd + p \ 


d 0=— 2 〆 •吾， 


x 云二工严 〆 •号 


TC^r cosnup 


丌 cos 鄉 

p m 


综上所述，可得 


cosm < p , 0 < p < 1 


同理可得 


啦，， 户 〉1， 

) m sinm<p, 0 p<Cl 


K 2 


nsinnup ^ , 


143313 若 ^-0+0 = 0, 则可微分两次的函数 w 


- - - dx ， dy£ 

u ( x , y ) 称为调和函数.证 明：当 且仅当 

() = 0， 

j c an 


324 


• 曲线积分在物理学上的应用 I 第八章多重积分和曲线积分 

(其中 C 为任意封闭周线，_为沿该周线的外法线的方向导数) 

时， w 是调和函数. 

证由于 

^ = ^cos(7ijx) + _sin(n ， :r ) ， 
dn dx oy 

而由 4323 题或 4324 题的推导，可知 

cos(n^x)ds = dy^s\n(n^x)ds —— dr, 

故应用格林公式可得 

丰 . = ^ ^|^cos(n,x) + ^sin(«,j-)Jds 
= 丰 (.一 ^cLr + gdy = JjAudrdjy, ① 

其中， s 是 c 所围之域. 

下面利①式证明 W 为调和函数，当且仅当 l^ds = 0 对任意 
封闭曲线 C 成立. 

事实上，当 w 为调和函数，则△〃 = ()，则由①式可得 

丰 = JJawcLtc^ = 0 ， 

s 

若对任何封闭曲线 C 都有 i ^ d 5 = 0 及设“不为调和函数，则存 
在 Po (工。，: V 。 ） ，使得在该点△“ 关 0 . 不妨设△“ = 5 > 0 ，则 

Pq PQ 

由的连续性知，存在以 P 。 为圆心，£为半径的圆周 Q ， 使得在 
以 C ； 为边界的闭圆域 S , 内有 

△W 彡 | >0 ， 

故将①式应用于 C ；， 有 

O ^ds = Audxdy ^ -f- • tc' > 0, 

C cin L 


这与假设相矛盾•因此， w 为调和函数. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


【4332】 证明: 


][[(■)、(蠢)1心 办 _ d 、， 


其中光滑周线 C 围成有界域 S . 
证利用格林公式可得 


i u t ds 




c)u 


C0S( ； 2,X) 


^sin(^I, x) 


=£一“1^ + “1> 

=| [ 釙韌 +f>g )] 砂 

= JJ U A M drd^+|J[(|^)" + (g) 2 ]^, 

s s 

故得 |[(砮)、(君)]心办 =_ | MAMird ^ + i M 

【4333】证 明：在 冇界域 .S 内及其边界（’上的调和函数是由 
其在周线 C 上的值单值确定的(参见题 4332). 

证设^ 是在有界域 S 和它的周界 C 上的调和函数，它 
们在周界 （:上 的取值相同，设 w =… 一 w 2 ，则 w 在 S 及 C 上调和且 

u = 0,所以 


u • ^ds 

dJl 


由4332题的结果有 


J [( E ) 


( d fy ) 2 j^y = 0 - 


由于 g 和_都是连续函数，故在 s 上有 


f)u 


du 


所以在 S 上， w 三常数，而在周界 C 上，“ = 0，故1/ 
【4334】证明平面上的格林第二 公式： 
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• 曲线积分在物理学上的应用 I 第 /V 


△W 


(Lrdy 


du dv 
a?z 山 ， 


其中光滑周线(：限制有界域 s ， g 为沿 c 的外法线方向的异数. 
证由格林公式，我们有 


c (hi 


^ V y^COs(/l,j) + 勞 411(5,0*)」(^ 


= 丰 ( -v ^cLr + v 盖 dy 

= J[ 垚卜砮 ) + 悬卜骞 )] 心办 


= 1( 


du <lv 
- • - 

<)x f)x 


g.gjdrd^+JJ^Awdrd^；, 


同样有£“砮士 = Jf ( l ? •砮+骞 • g )心办 +][“△— d _ y ， 


W 此 


£w 

= y ^ y 


du dv\ , 

Yn ~ U Ynr S 


|| z ; Aw ( ird 3» — |w 
s s 


Ai^cLrdjv 


T Am Av t x 
I (Lrdy. 

•V, u v 


【4335】利用格林第二公式，证 明：若 〃 =w ( u ) 为封闭 
有界域 S 内的调和函数，则 


u ( x ^ y ) 


茲 •( 令 -i-i 卜 


其中 r 为域 s 的边 界;〃 为周线 c 的外法线方向，(^)为域 s 内 


的点 , r = y (^- x ) 2 + ( r /- y ) 2 为点 ( hjy ) 与周线(：上的动点 
(^ r ,) 之间的距离 • 

提示 :从域 S 割下 ( ijO 点与其充分小的圆邻域，并把格林第 
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二公式运用于域 S 的其他余下部分. 
证设 


v = \nr = +ln[(f — or ) 2 + (7 — ： y) 2 ]. 

当 ( f 7 ) 关（: ro ) 时，为调和函数，事实上 

dy _ _ 爸一工 _ 

3 — (卜: r ) 2 + ( r ： v )2 ， 

3 2 v = (rf— y) 2 — (g—x ) 2 

3 ^ [(f —x) 2 + (7 — ： y) 2 ] 2 ’ 

七 = _ UZL 2 L _ ， 

ffrj (^ — xr + (rj — y) 2 

3 2 v _ ( 彡一 : r ) 2 — (rf— y) 2 

[(f — x) 2 + (7 — y) 2 ] 2 ’ 

所以 0 + ^ = ° (( f ，7) 关 &，30)， 

即 T ； 为调和函数. 

今以点 MU . y ) 为中心，充分小的正数 e 为半径，作圆周 Q ， 
C , 所围的圆域记为 S ,， 则在 S — S , 上, w 及 i ; = lm •均为调和函数， 
故应用格林第二公式，有 



d\nr 
dn d5 
lnr 
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. 曲线积分在物理学上的应用 




其中 c 7 表示沿 C ； 的负方向，即顺时针方向，所以 


£( M ^ r_inr l) ds= t ( m 

而在 C f 上 ， lnr = ln £ ，故由4331题知 


3 lnr 

du 


lnr 


3u 

山? 


) d.v 


lnr ~^ds 


% 

ln£p 
J I 


du 

Yn 


ds ， 


又在 C , 上 


d\nr _ d\nr 
dn dr , 

故 U =. 

其中 (6 ,7^6(；， 故得 



u ds = — 2neu (^i 9 rj\) = 2nu(^] 


以 i ， 7 i ) = ^£ d _ lnr ^) d 、， 


令 ^ +f 0,并注意到 udrf > 在 Cr ，： y ) 的连续性有 

士 = lnr lf,) di - 


lnr 


IK 


【4336】证明对于调和函数 u ( M ) = uU . y ) 的中值 定理: 

u ( M ) = 2^ ( w ( ^7 )d ^ 

其中 C 为以点 M 为中心，半径为 R 的圆周. 

证由 4335 题知，对任意包含 M 的闭曲线 C 有 

u(M) = ^( w ^ r-lnr ^) d, ' 

现取 C 为以 M 为中心， R 为半径的圆周则由 4331 题知 


lnr 


clu 

Tn 


ds = \nR^ ^d5 


dn 

dlnr 

r=R 


因此 


w(M) = 2^^ ：1 u(^rj)ds. 


会 ) u(^ 7 j)ds, 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (六 > 1 _ 

【4337】证明若 函数以 Ajy ) 在有界封闭域内是调和的， M 
a 在这个域不是常数，则在该域的内点不能达到最大值或最小值 
(最大值原理). 

证我们只证明最大值的情形，釆用反证法，设在 
M 0 ( xo ^ o ) 达到最大值，其中为内点.我们证明 w ( x ， 30 在凋 

和闭域 n 上恒为常数，分三步来证明. 

(1) 若圆域 

S f = { (x^y) I (x — x 0 ) + (y — yc)' ^ } Cl fl. 

则 d * r ，： y ) 在 S , 上恒为常数.事实上对 C , : 

(,x — x 0 ) : + (y — >) 2 = p l <e 2 , 

应用 4336 题的结果有 


u ( xo - y 0 ) 




另一方面 u ( xo ^ yo ) = u ( x 0 ^ o ) d . v . 


故 






— uix ^ y ) jd.v = 0 


而 u ( x , y ) 在 ( J ' oj 。） 取最大值，故 


① 


u ( x 0 ^ yo ) — u ( x ^ y ) ^ 0, 


由此，根据①可知在 （； 上 


u ( xo ^ yo ) — u ( x , y ) = 0, 

事实上，若存在 ( xmm ) 6 C ；， 使得 


u(x 0 ♦ Vo) —u(x 9 y) > — 〉 0, 

故 士： [M(.r 0 *.yo) ~ u(x,y)]ds 

等 

^ iu(x Q ,y 0 ) — u(x^y)^\ds 
jc \ 

. C 7 。 的长度 >0， 
这与①式相矛盾、所以在 c 。 上•有 
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13. 曲线积分在物理学上的应用 第八章多重积分和曲线积分 


u(x^y) = u(x 0 ,y 0 ) , 

由 O ' pge 的任意性知，在上有 
u(x,y) = u(jr 0 ，>)• 

(2) 设 M ’（: r *， jy ’）6 ft， 则必有 m ( x * 9 y m ) = u ( x 0 »^o). 

完全含于 n 内的折线 / 将点 A ^ cr。，％) 与 at (， ，y ) 联接 
起来 • 



4337 题图 

用5表示 n 的边界 an 与/的距离. 

取0 < y <心以純为圆心， y 为半径作一圆周 c Q ，c。 所围 
的圆域记 s () .即 

S,> = {( x ^ y ) I (x — x 0 ) : + (y — yo ^ 2 《8’ 2 } ， 

显然 S ( , C：n •由 （1) 段所证明的结论知在&上 W Cr,30 为常数， 
特別 u(xi 9 yi ) = w(xot^o), 

这里 H (a a) 是 C。 与 / 的交点.又以从（々，％ ) 为圆心， y 为 
半径作圆周 Cm 得一圆周 

51 = {(x,y) I (x — X \)- +(3^ — ， 1 ) 2 ^d ，2 \ n 

显然， St C=n, 且 W Cr，：y) 在 (A，％) 取到最大值，故再次应用 （1) 
段的结论，可得当 (U) 6 S, 时， 

u ( x * y ) = w(a*i 9 y \) = w(i 0 ，jy 0 ) ， 

特别地 uix 2 , y 2 ) = “(1。，>)， 

这里 M 2 Cr 2 , 3 , 2 ) 为 Q 与 / 的交点（除从外的另一交点），以 
M 2 ( x 2 »jy2) 为中心， Y 为半径得一圆域 

5 2 = {Cr ，： y) | (x —x 2 ) 2 +(^ —3^) 2 ^ S r： > CZ 仏 … 
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依此类推，可得 

w ( x # ^ y m ) = u ( x 0 9 y 0 ) , 

(3) 由 （2) 段的结论，可知在 n 内 u (. x , y ) 恒为常数，由 u ( x , y ) 
在 n 上的连续性可知 w ( x ， i ，： y ) 在 n 上恒为常数. 

[4338] 证明黎曼 公式： 


JJ s 


L [ W ] dxdy=SP(Lr-hQdy, 

U V 」 


其中 Liu '] 


d 2 u i du L du 

• ]= 盘 - 

Q 均为常数）， P 和 Q 为某些确定的函数，周线 C 包围有界域 S . 

证因为 

L [ w ] MM 


iL [ m ] _ mM [ v ] 


3 2 u , 
^y + aV 


CUV 


du , , du . 

•石 + 〜石 + • 

— u - +au +bu 令 — cuv 

dxdy dx dy 

£( V ^ y )- fy { U l ^) + a £ ( w )+ b fy Cuu) 


d ( . \ d ( dy , \ 

T [ v -^auvy-[u--buv), 


d_ 

y 


设 P = u ^ — buv，Q = t ; + auVf 

利用格林公式，即得 

L [ w ] M [_ v ] 

U V 


dxdy = Q ) Pdr + Qdy . 


【4339】设 w = u ( x , y ) 和 i ; = v ( x , y ) 为稳定流体流速的 
分量.确定单位时间内从周线 C 所限制的域 S 内流出的液体的量 
(亦即液体流出量和流人量的差).若液体是不可压缩的，而且在 
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13. 曲线积分在物理学上的应用 | 第八章: 


域 S 内没有源泉和渗漏，则函数 a 和 Z ； 满足什么样的方程式？ 

解设液体的流速为 
V = u(x,y)7 - 

根据假设，液体是不可压缩的，故其密度 ^0 = 0( 常数）所以所求的 
液体的量为 


Q = ^ poV • 7ids 

= ^ |0o[wcos(7? ,x) + iAsin(w ， j*)]d. 


— vdx + wdy 


(砮 + f ^) drd * y ， 


其中; J 表示曲线 C 的外法线上的单位向 fi ， 又根据假设，液体在 S 
内没有源泉和漏孔，则流出量与流人量的代数和为零，即 

J ( i + §) drd3，= 0 * 

又显然对于 S 内的任何闭曲线/，上述结果均正确，即若/所围之 
域 S ，， 则 


JI ㈣) 



由的连续性及/的任意性，知 


du 

Yx 


civ 


这就是心 u 要满足的方程. 

【4340】 根据 比奥一 萨瓦尔定律，通过导线元 d . v 的电流在 
空间点 MU 9 y 9 z ) 形成磁场，其 强度： 


dH 


• (r X d.0 


其中 r 为连接元素 ds 与点 M 的向量，々为比例系数.对于封闭导线 
C 的情况，求解磁场强度 H 在点 M 的投影 H T ， 

解设导线 C 上的动点为 (6 7 , p ，则 

r = (^ — x)7 + (tj — yYJ + (( — 2 )?， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 

ds — d$f + drjj + d 沃， 
于是，磁场强度为 



cl$ drj df 


故得 H, = + [(7 —((— z ) d ? 7 ]， 

f/ v = 々 7 + — 2)df — —»r)d2 ]， 

H z = ki — x)d7j— (r/ — y)d^j. 

§14. 曲面积分 


第一类曲面积分 若 S 为逐片光滑的双面 曲面： 
x = x(u^v) 9 y = y(u*v) = z(u,v) A(u,v) G H). 


① 


f U ^y.z) 是在曲面 S 的各点上有定义的连续函数，则 


[ f(,x(u*v) ny(u>,v) ,z(u^v )) \/Eli — F~ dudv^ 


② 


n 


其中 


c =( i ) 2 +®) 2 +(_) 2 . 


F 


dr dx dy dy dz dz 


du dv du dv du dv' 

在特殊情况下，若曲面 S 方程式具有以下 形式 : 

z = z(x,y) ((x,y) G cr). 

其中 2 (x O 0 为单值连续可微分函数，则 


/ (x,y,z)dS 


1 
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. 曲面积分 


第八章多重积分和曲线积分 


= |>(U ， cCr，)))^/l + (g) 2 + (g) 2 drd3；. 

这个积 S 与曲面 S 的侧选择无关. 

若把函数/ 看作是曲面 S 在点 Cro ^) 的密度，则 

积分②就是这个曲面的质量. 

2. 第二类曲面积分 若 S 为光滑的双面 曲面: 义为其正面 
即由其•法线方向 / T { cosa ， cosy 3， cosy }” 所确定的一而 ; P = P (. r , 
y,z) ,Q = Q(x,y,z) ,R = R(x.y,z) 均为三个在曲面 S 上有定义 
的连续的函数，则 

11 Pdydz 4- QdccLr 4- Rdvdy 


(Pcosa + Qcos /3 + /^ cosy ) dS . 


③ 


若曲面 S 以参数形式①给出，则法线 W 的方向余弦按照下式 
. A 


确定 ： cosa 


cos /? 


cosy 


士 7A 2 '+ B 2 + C 

B 

± VA 2 ~+ B 2 -fU 
C 

士 va 2 + b 2 ^o 


式屮 


A = ^sl B 

o(UjV) 


d ( z ^ s ) 


•(、 


3 (>r V v ) 
d(u^v) 


d(u,v) r d(u.v) d(u,v) 

并且用适当的方式选择根号前的符号. 

当转换到曲面 S 的另一侧面 s _ 时•把积分③的符号改成相 
反符号即可. 

【4341】下列曲面积分彼此相差多少？ 


I (x 2 + V 2 4- z 2 )dS, 


和 I 2 = i (« r 2 +y 丄 sr 2 ) dP , 

其中 S 为球面 P +/ =a\P 为内接于此球的八面体 
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a 2 cost (p % 


c)(p 


0, 


dS = v £G — F 2 dcpdip = a 2 cosip. 




所以 Ix =丄| ( i 2 + J 2 + 之 2 ) 山 

s 

= 

P 在第一卦限内的部分上有 
z = a — x — y , 

从而 dP — y 3 drdjy . 

利用对称性可得 


f? , f 2 - 


a 1 • 


h 


jj 

p 

8 


(x 2 +y 2 +z 2 )dP 


dr| [x 2 - \~ y 2 -\~ {a — x — 3 ^) 2 ]d^ 

\x 2 +y 2 +xy J r ( ^—a(,x J ry) Ay 


16 


16V^J r^Ca — x) — ~(a —x)^ —aria — *r) 


a 


(a — x) 


dr 


= 2 73 a 1 . 

所以，两积分之差为 




y\+\z\ = a. 

解利用球面的参数方程 

= acos(pcosi/j^y = asivupcosi/j^z 


x 


asin0 


(0<9<2兀，— 


22 

\ ~ / -- - 

21 5 ^ 21 0 313 
313 | 


-- - -- 

+ + 




V- 9 v-0 ^ 

0:515 3一乃 

+ 

打一 ^ 

H| p HI4 • 
rclo £ 
/ 1 \ /\ ^ 5 


E 


G 


F 
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Ii — h = 2(2n — V3)a 4 # 


【4342】计算积分 | dS , 其中 S 为曲面 x 2 +2 2 =2 似被曲面 

s 

z = VX 2 + y 2 割下的部分 U > 0). 

解作变量 

x = arsind^y = y 9 z = a arcosd . 

则曲面 S 的方程变为 r = 1，即 S 的参数方程为 

x = asind^y = y^z = a + acos ^， 

所以 e =( I ) 2 +( I ) 2 +( I) 2 =a 

k ( g ) 2 +( g ) 2 +( g ) 2 = l ， 

F= dx 9 3x,d^ 0 dy + dz = 0 
3 d 3 y ^6 丁 30 

即 d.s — %/EG — F 2 = a dddy . 

而曲面 2= 变为 

y 2 = 2 a 2 cos^(l + cosd ) * 

所以，两曲面交线的参数方程为 

x = asind^y =土 V cos ^( 1 4- cos ^?) ， 


z = a uqo^S 


卜 f 



-4 72a^ f y ^ (1 + CQS ^ ) d(co^) 

0 y /\— COSO 


(令 COS ^ 





题全解(六) 


Aj 2 a 2 WtUl - t )^ +3(1—，)_+] d / 

Jo 

4v^ 3 [B ( 音，士 ) +B ( 音 ， {)] 

4^[ r (i) r (i) , r (i) r (i) 


厂 （ 2) 


厂⑶ 



丌“' 


计算下列第一类曲面积分 (4343 〜 4350). 

【4343】（了 + ^ + :“^^其中、？为曲面 了 2 + y + z 2 = a 2 , 


z ^ O . 

解由于 



l +( lf ) 2 + ( g ) 


1 +^+^V 


f a 1 — x 1 — y 2 


故有 


(x + y + z)dS 


fa r >/7-7 鲁 _ " 

L M • v /^+” 々 - 工 2 - / ] 瓦厂户 


v/^7 ca rTT^J 


，a r Vu--^ Ca V 

心 /-T—2 a ^y~^ a 心 

一 a J 一 V “‘一 —a • — 


vV - p-y 



丌“ 


fci V 

a +c/| dr 


: + V 

-y/a 2 -s 2 」 a 1 — — y 1 



由对称性知 





y « 2 - x 2 -y 
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• 曲面积分 第八章多重积分和曲线积分 


(x + z)dS = Tza\ 


【4344】 |( x 2 + y ) dS ， 其中 S 为立体 A 2 +y < 2 < 1 的 

边界. 、 

解 曲面 s 可分为两 部分： 

一部分为 S , : 

z= y/x 2 + y ( 0 < 2 < 1 )， 

另一部分&为平面1上 《 r 2 +/ = 1的内部，^&在处平 
面上的投影域都是 p+y <1. 

在 s 1 上 




在$ 


dS = cLrdjy. 


所以 


j (x 2 + y 2 )dS = j (x 2 + y )dS H-J ( 

•S S, S2 


x 2 + y)ds 


(v^+l) 


(x + .y 2 ) cLrd y 




r • rdr 


72 + 1 


【4345 】 T 77 

X V 1 


dS 


+ x + j .) 2 


，其中 S 为四面体 


0 ，：y 的 边界. 

解曲面 S 由四部分组成 

51 + l，dS = drdy, 

5 2 ：x = O.y^O.z^O.y-^-z^ l，dS = dydz, 

S：i : y — 0, j* > 0,2 > 0，：r + z < 1，dS = drdz ， 

S.\ ：x + y z — \ 9 x'^0^y'^0^z'^0,dS = >/^drdjy ， 
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mx 


as 

(l+x + ： y) 


+ W : 力 + W :、 

(7^+l)(ln2- + )+2(l-ln2) 

^^ + (y3-l)ln2. 


dz 

(1+ x ) 


1) ln2. 


【4346】 I dS ， 其中 S 为曲面 z=i 2 +y 用平面 z 


1 割下的部分 . 

解设 & 为曲面在第一卦限的部分，由于 




(iz 




1 + 4(/+/). 


S , 在 oQy 平面上的投影域为；>0，>^0,/+3； 2 < 1 利用 
对称性及极坐标可得 

JJ | xyz | dS = 4 Jx.yzdS 

s s, 

= 4 JJ xy(x 2 + y ) y/\+ 4(x 2 + y ) (Lrdy 

j^O.v^O 


€l: r l coscpsirup \/l + ir 2 • rdr 


4j 。 cos^sin^d^ r 5 V1 + 2 dr (令 r 2 = t) 


TTAtdt 


(令 v/m7= w 


，万丄 

.o 32 

丄 f 芑 
32 V 7 


(u 2 -l) 2 u 2 du 


2 u 


i) 


^ = 125/5-1 
i ~ 420 
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• 曲面积分第八章多重积分和曲线积分 


【4347】 ][ f ， 其中 S 为椭球面， A 为椭球中心到椭球曲面元 

S 

素 dS 的切面的距离. 

解 设椭球面方程为 

+ + = I 

a 2 十 6 2十 〆 1 - 

对于椭球面上任一点 PCr ，： y ， z )， 容易求得椭球面在点 P ( x , y , z ) 
的切平面方程为 


ff + 泛 + 




其中为切平面上点的流动坐标，椭球中心（坐标原点）到 
上述平面的距离为 


h = 


卞 + 佘 + 7 


利用广义球坐标 

x = orsin^cos^^ = /jt sindsiiup ^ z = cr cosd. 

则椭球面方程为 r = 1，即椭球面的参数方程为 

x = asin^cos^?^ = bsindsiiup^z = cxos ^， 

于是可得 


sin^cos 2 


sin 2 沒 sin 2 

~~ v ~ 


cos 2 6 


{%) +(嚭) + ( l ) 


a 2 cos 2 6cos 2 (p + b 2 cos 2 汐 cos 2 cp + c 2 s\n 2 d^ 

(_) 2 + ( 驾) 2 + (骞 ) 2 

a 2 sin 2 ds\n 2 (p + b 2 s\n 2 dcos 2 (p, 
dx dx , dy dy . dz dz 

Td 9 ^p + dd 9 3cp + Vd 9 Ycp 

(b 2 — a 2 ) sindcosdsirupcoscp, 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


■ 


ds= yer; - f 2 d 叫 


rb 1 sin 2 0cos 2 0+a'r sin 1 (9sin 2 cp-^lrc 2 sin 1 Ocos 2 (p60d(p 


—+ ^pdodcp 


(0^0^ n，Q < cp 《 2 丌）， 


因此 


dS 


sin 2 ^cos L> 


Jo a 


sin-^sin 2 
~ ¥~ 




8o/k ^sin^d^J ' cos-^d^ 


Jo ^ Si 


sin 



m : (pd(p-\~ [ 2 p-wSirt?cos 2 ^?d^ dp 


=減 .[古 


AkcJ?c 


(3 


*)• 


【4348】 ' dS ， 其中 S 为螺旋面 


ucosv.y = usinv.z 


(0<w<a;0<i;< 2 k ) 的部分曲面. 


解 E 


c ]£ 




c)z 


3 u 


c)u 




cos :> v + sirr’x; 


= ( 完 ) 2+ ( 竞 r+(_) 


u 1 sin 2 v + u 1 cos : v + l = a 2 + 1, 


3x t 3x I Sy a c)y 丨 ()z dz 
Su dv du dv du dv 


wsint;cosT ； + ucosvsinv = 0^ 


dS 


〆 + 1 dwch ;， 


因此 


zds = *udx;| \/ u 2 + 1 ， 
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• 曲面积分 第八章多重积分和曲线积分 


2丌 


2 y Vi +u- +~-ln( 


1+^7)" 

■ 


丌 [“ a 2 + ln(a + \/ 1 + c/ 2 ) ]• 


【 4349 】 \z 2 dS, 其中 S 为锥面 


rco^(ps\na^y 


rsin^sina^ = rcosa(0 ^ r < a，0 2n) 的部分 fill 面 ， a 为常 

数 ( 0<a <f )• 


( l ) 2 + ( 妇 2 + ( l ) 


cos 2 <ps\n 2 a + sin 2 ^sin 2 a + cojr’a = 1 ， 

⑩) + ⑩ )+( 毒) 

r cos 2 <psin 2 a + r s\n 2 <ps\n : a = rsin 2 at 

f)x t 3x I dy i Sy 丨 Oz • dz 
f)r d(p f)y r)(p 3r f)<p 

(cos^sina) (— rsin^sina) + si n^si na (rcos^si na) 

0， 


故得 dS = y/EZi — F 2 drd<p = rsinadrdcp 


所以 Jz 2 dS = \\\cp\[ 


rsinadr 


4 


[4350] ](xy + 界 + zr)dS, 其中 S 为圆锥曲面 


T 被曲面 P+y =2ar 割下的部分. 


解在圆锥面 


7T7 上 


ds= V 1 + (i) + (^) ^ 


^) z \ 2 


= J1 + 


J r +y 


J2djrdy 


又曲面 S 在 a*Qy 平面上的投影域为 
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米多维奇数学分析习题全解(六) 


? + y < 2or. 

利用极坐标可得 

\(jcy+yz-\-^z)dS 


Uy+y ^x 2 +y 2 +x Vx 2 +y) J2dxdy 


<2 or 


._r2cicosf 

v 2 j , dcp _r cos^sin ^： + r 2 (sin^ + cos^j) ]rd; 

>/2 J ^ 士 (2 acos ^) | (cospsinp + sin ^ + cos ^) dy ) 


r-J 

= 4 J 2 a ' cos ^ y ) 

• o 

【4351】证明泊松 公式： 


64 Jla 


f(ar + by + cz)dS = 2nj j\u Va 2 -\-b 2 + c 2 )dw, 
s _1 

其中 s 为球面 x 2 + y + z 2 = i 的 表面. 

证取新坐标系 Qn / a ，， 其中原点不变，平面 or +知 
0即为 Oirw 平面， W 轴垂直于该平面，则有 



V + F + 


所以 


J/(ar - {-by +cz)dS 



(u Va 2 + b 2 + c 2 )dS 


显然，球面 S 的方程为 

u 2 + i /+ i ^ 

或 + Tt * 2 =( ' 

改写为参数方程为 




U，v = y/l— U Z COS<p 9 
Vi — u 2 sin^j (— 

(IMf:) 2 +( 竞 ) 


—1 ^ w ^ 2 丌）， 
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. 曲面积分 



II 11 ^ 2 I W * • ? _ 1 

1 + q - ?cos_<p 十； - oSin^cp = ； -2 ♦ 

\— u z T 1 — IT T 1 — 

(|) 2 +(|) 2 +(奪 ) 2 

(1 — w 2 )sin 2 f + (1 — u 2 )cos 2 (p = 1 — M 2 f 

心•心 + 办•办 + %，•％， 

(ill d(p dll dip du d(p 


0 H — t==.cos^ 3 • %/l — ir • sincp 
Vl — u 2 


子 sinp • >/l — w 2 cos(p 


dS 


ELi - F 2 dudco 


因此 


• ( \ — u 2 ) — Odwdo ； = du6w 


y 

: /(or + Ay+cz)dS 

=J|/(w Va 2 +b 2 -j-r z )dS 
s 

= J dco| f(u y/a 2 + 6 2 + c 2 )du 
= 27r| 'f(u s/a 2 +b 2 +c 2 )du. 

【4352】求抛物面的 质量： 

z = - 7 r(x 2 + y) (0 ^ 2 ^ 1), 


其密度按照 2 的规律变化 _ 
解质量 

M = J^dS = jJzdS , 

s s 

在 z = | Cr 2 +： y 2 ) 上， 
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= y/l+x 2 +y 2 dxdy. 

S 在 iQy 平面上的投影域为 P +/ < 2,由此得 

= JJzds = 『 y(x 2 +y> yr+^rydady 

s 


M 


十 


•2k 

0 
•72 


d<p 


•y? 


r - v/l+r - rdr 


rdr 


/ (1+ 内 心 


设 \/l + r 2 = w . 

贝 *j rC ^ r = dufT = u 1 — 1, 

/ YT 7 

故得 M = 7 r : 一 = 7 T(t — 专) 

_ 2 丌( 1 + 6 乃） 

= 15 • 

【4352. 1】求半球的质量: x 2 + y + z 2 = a 2 ( z >0), 在其每 
一个点 iVKxad ) 处的密度等于 f . 

解质1： 

M =\ J p dS =^ dS , 

S S 

而在球面 P + y + z 2 = a 2 ( z >0) 上 

ds = V i + (^) 2 + ( l ^) ^ 

= V 1 + (~7 ) + ( _ f )" ^ = 7^* 

而球面在 A 平面上的投影域为圆域 

j 2 + y ^ , 
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_14. 曲面积分 | 第 八章：多重积分和曲线积分 

所以 M = jl — dS — j — • —d.rdy 

JJ a jj a z 

s 

= Jj drdy = na : . 

【4352.2】 求均质三角板 i + jy + s : = a(x ^ 0 , z ^ 

0) 对坐标平面的转动 慢量. 

解 对 ^ 平面的静矩为 

Isy = I ^ dS. 

由于在平面 i + ：y + 2： = “ 上 

ds= V i + ( lf ) z+ (§)' 心办 = 万 drd 夕， 

而 S 在奴 h 平面上的投影域为+ 

I jy = ! \zdS = cLrJ (a — x — ^) 0 ) 3 ; 

= 0 -办 -+ y]|)r 

=y\>-^=' / ¥- 

由对称性可知 



【4353】计算密度为 p 的均质球壳 P + / + z 2 = 
0)， 对 Or 轴的转动惯量. 


解对 Or 轴的转动惯量为 


I: = fx 、 (a * 2 +y )dS 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 



— 。 「.2 一 ljl 41 — 4W Ma 2 

…？」 I 。-于-丁， 

其中 M 是球壳的质量. 

【4354】计算密度为0的均质锥壳 g + _ _ _ = 0 (0 < z 

< b ) 对直线 f = ^ = ^的转动惯量. 

解空间中任一点到 Or 轴的距离平方为/ + 
z 2 , 因此点 M 到直线 /:f =含=_的距离平方为 y + (z — 
6) 2 .如是，所求转动惯量为 



4354题图 

j = po \\_y 2 + (z — b)-^\dS. 

s 

在圆锥 = A 上， 

a 
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• 曲面积分第八章多重积分和曲线积分 


dS 


/ 0 2 +(訂峽 




a 2 ' x 2 + y 2 x 2 + y 2 


)drd)， 




drdy. 


S 在 xOy 平面上的投影域为 / + / < “ 2 ，故 


po I [y + ( 2 —6):’]ds 


Ja 1 —b 2 [- n , [ a , r 7-7 . I h 一 




drdy 


产 W:[ r ' sin > + (r _/? ) 1 rdr 


.v/7TF「 严二 2 


a 


[j" sin 2 ^： f^dr+^j [ (r — a) 2 rdr 


N>、 u v4 2 +V(j+|~). 




)] 


【4355 】求均质曲面 z 
下部分的重心的坐标. 

解 质量为 


:被曲面 p+y 


M= |^o dS = y/2po 


drdj 


) 兀 


y/2na 2 po 


重心坐标为 


M 


-\{ x p° 


dS 




drdy 
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/2na : 






Mp° yds = b^ 


jj 


ydrdy 


b ^ M^^ ydy = 0 ^ 


Zo 


iWI 2ds = br n p° 

S 


vjt 2 + y 1 drdy 


<or 


r'dr 


b^' f| f f COs 3 ^ 

4 iy / 2 poa 3 16 a 


-f^Tzarpo 

【4356】求均质曲面 


9, 


va 2 —x 2 — y 2 (x^O,y^O,x + y^.a) 


重心的坐标. 


解 由 z = / a 2 - x 2 - y 2 , 


ds = V 1 + ( i ) + 0 办 


得 
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• 曲面积分第八章多重积分和曲线积分 


f a z -x 2 -y 


drdy 


所以，曲面的质量为 


M 


J^oodS = p)U 


P)Cl 


dr 


o—*r 


雜 0 v “ 

d y - 

/ a 2 — x 2 — y 


drd.y 

“ 2 — x 2 —y 


arcsin u _. l . . 
^ Jo Ja l -x z 


p (^ 


• a—x “ r “ 

i，n ^5 , +a Jo 


Jxdr _ 

2(a— x)(a+x) 


^ l[ a — 
72 Jo /a 


y/xdr 

^ Jia + x ) 


作变换 
则有 M 


asm - 


fX)U : 「号 y/a • sin/ • 2usin/cos/d/ 
y/2 s/a • cost • ad + sin /) 

知 f Tf & d/ 

知 2 [ f - J : 口%^] 


再作变换 w = tan /， 


则有 


Jo T 


dt 

+ sin 2 / 


sec 2 /dr 

2 + tan 7 / 


Ti 


arctan 


7 i 


2+^7 

7 T 


M 


y [2 — 1 


mtpo 


重心坐标 
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X- vV 


^7) 




£ • '/ cr zr ydy - [ V 2 ay — 2 y dy 

“U>.VIiFF " 洞 


(jj2 — 1 )7TCT’, 


「 

• f^ U 加 — 

L 丁 


V’ 乏 •（f ) 7 T 


= 27 t ' 


由对称性知 


ui 9 


s 


nzdS 


1 

11 




M w y — (72-1)^^ 

(72 + l)g 


[4356. 1] 求以下曲面 S 的极惯性 力矩: 




J (. r 2 + y 2 + z 2 ) dS, 


(1) 最大立方体 曲面彳 I X I ，: v u \ z \ } = a ； 
352 — 


(2) 柱面的总曲面 《 r 2 +y <R 2 ;0<Z<H. 

解 （ 1 ) 在平面 2 = a( — a •—上 

dS = drdj. 

由对称性知 

h = [T(-r 2 +y 2 +z 2 )dS 



xi °. 


(x 2 +y+z 2 )dy 


AOa \ 


(2) 曲面 S 由三部分组成.其中 

Si ： x 2 + y = R 2 (0 z h) n 
s 2 ：z = o (x 2 +y ^ i? 2 )» 

Si ：z = h (x 2 + y < r” • 

s , 在 〆 ^平面 上的投影域为 
一 R<y^ ： R ， o<z<h ， 


在 Si ±dS = ^l+(g) 


{ f ¥z) dydz 


~’l + (- f) dydz = ^dydz 


d w vdz (x ^ 0), 


在 S 2 及&上 


dS = drdv. 


由对称性知 


](x 2 +y 2 +z 2 )dS 


M : 


( R 2 + C 2 ) 




■ _ _ 
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2 • 中々 )[# 

A(^h + \Rh 3 )\ R -- d -y - 
\ 3 /Jo y R 2 — y 

+ 士 Rh ; )• arcsin ^ j 


灾 2 -y 


= 2 irRh (3 R 2 +/ i 2 ) 
— 3 

]( x 2 + y 2 -\- z 2 )dS 


(x 2 +.y 2 )cLrcl^ 


r ^ y<R 


(> JVdr =2„.{/ ? >=|^, 


f(«r 2 +y+z 2 )dS = J{ (jr 2 +y +/? 2 )dj-d^ 

S 3 s 2 + y 2 ^ 

=[[ (r 2 +/r )rdr = 2 k (+/?*+ 


故 +7TW ， 


J(x 2 + y 2 + z 2 )dS 


2 M (3 R 2 + h 2 ) 


2 MCSR 




+ tzR'+ izR 2 h 2 . 


【4356.2】 求三角板 i + y+z = 1 >0, z >0) 对 

坐标平面的转功惯量. - 

解这是 4352. 2题当 a = 1时的情形，所以 


l^y = Izr = K 


73 


【4357】 密度为 po 的均质锥截面 *r = rcoscp.y = rsnup^z 
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_ 14. 曲面积分 | 第八章多重积分和曲线积分 

r (0< p <27 r ，0<6< r < u ) 以多大力吸引位于该面顶点的质 
量为 m 的质点？ 

解设引力为 A 

由对称性显然'在 Or 轴， Qy 轴上的投影为 



4357题图 

F S = Fy = 0, 

又 clF .. = k v rl £ '^ l _ 严 必， 

其中^为引力常数4为锥面上的点 M & aa ) 的矢径^与（) 2 


轴的夹角，由于锥面方程为 z = r ，^ d = l 又在锥面上 

4 

ds= V i+ (lf) z+ (l ；) 2 = 伽办， 

S 在* rQy 平面上的投影域为 

6 2 < x 2 + y < “ 2 ， 


故 



ds 

JT 2 + y + 之 2 



cLrd^y 


^kmp 


+dr = izkmpo In 爹. 


a 2 o 2 '、. 2 ‘ 2 


72 

2 Cr 2 +/) 
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今吉米多维奇数学分析习题全解(六） 

【 4358 】求密度为 a 的均质球面 x 2 +y+r 9 =^(S ) 在点 
Moixo^yo^zo) 的位势，亦即计算积分 

S 

其中 r = y/ (x — x Q ) 2 + (} — _yo) 2 + (z — zo) 2 . 

解记 

ro = yt + zl ， 

根据对称性知在点 MoCro^o^o) 的位，等于在点 N o (0.0.r o ) 
的位 . 

利用球面的参数方程 . 


x = acos^sin^^ = asin^sin0,z = acos0 

(0 ^ ^ 2 丌 ，0 < 0 ^ 7 ：) 

则 dvS = a 2 s\n(/x\(pdip 9 

由余弦定理知，球面上任意一点 M(x,y,z ) 到点的距离 


a 2 + rj, — 2r 0 acos^ (0 ^ 0 ^ 7i) 


I 月此，所求位为 


5 

= 2加> — z =^ 

r Jo .人 2 14 — 



1 \/a 2 + r§ — 2r o “cos0 



^ 2 + r? — 2r o acos0 


2^-^ j 士 y/a 2 +rl — 2r o acos0J 

[a + r 0 — ； a — r 0 I] = 47r / onmin(a) 


【 4359 】 计算 : 


FU) 


jj /( i ，： y ， 


z)dS, 


甘出 /Y 、 ji—y— 若 p+y+^<i 

其中細叫 0 ， 糾 y+z2>1 

作出函 数 “= 厂 ( 〖） 的 图形 . 






解根据假设，当/ + y + e 2 < l 时， /( x ， y ， z ) 关0,而当 
/ + y > 1 时 / ( ^，> z) = o. 因此，需要求当 f 取何值时，平 
面 1 + ) + 2 = /与球体 I 2 + y + Z 2 < 1有相交 部分. 以2 = / — 
• r—j 代人 w + y+ z 2 <i 得 

X 2 +y +(t-x-y) 2 < 1 , 

x 2 +y 2 +xy — U' — ty^^(\—r), 

j 2 ^-j ： (y—t) ++(y—，) 2 +y ~(y —-j (>»—/) L (1 —/ 2 ), 


(工 — YT + 1 




① 


故当 U |<乃日扣平面1 + >； + 2 = /与球面： r 2 + y + z 2 = 1相 

交，而当 h |>万时，它们不相交.分两种情况讨论. 

①当丨/1〉万时，由于 
f(x,y,z) = 0, 


FU) 


/ ( x * ynz ) c\S 


②当 I / |<万时，这时在积分平面 S 上有. 
f(x.y.z) = 1 — jt 2 — y — sr 2 ， 

而在平面 S：x + y + z = t 
dS = v^drdj ， 


由此得 Fit ) 


ysf 


:1 — j * 2 — y — (r — -r — vJ -' ldrd.y 


其中 D 为 . K )： v 平面上由①式所决定的区域作变换 


U = X + ) : t V 

则区域 D 化为： 

W ? -^ir < a 2 , 






其中 a= ^( 1_ i ) 


又 


D(u^v) 

D(x.y) 


0 


73 


73 

2 


故 


因此 


I 


D(x,y) 

D(“ ， v) 




F(r)=73 J 2(u 2 -u 2 -t/) 

(a 2 — w 2 — tr )dwdv 


—dwdv 


a 2 W < u ： 


w : 


(a 2 — r)rdr = 2^* 


兀 (3 — r 2 ) 2 
18 


因此 


Fit) 


y^(3-/ 2 ) 2 ^ I t |<73 


10 当 |/|>^ 

作 F(/) 的图形如 4359 题图所示 . 


【4360】 



Fit) 


J 


f(x 9 y 9 z)dS, 


其中 f(x,y,z) 


+ /，若 ^/x 2 + ： y 2 . 


0, 


若 vV+y. 
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• 曲 面积分 I 第八章多重积分和曲线积分 


解由球面方程 

X 2 + y 2 zr = / 2 , 


而由 


dS 


1 + 


[¥ x ) + {%) 


Vt 2 — (: r 2 + y) 

: 2 + y+ 〆 = t 2 

z 2 = x 2 +y 2 


drd ^ y ， 


可得 x 2 +y 


所以 F (/) 


誓 =( 为 ) 


f(x,y,z)dS 




从 (为） 


( ^ + y )， ^- J + y) :drd - v 






dr 


1 [ V — — / 2 

2J JF^7 


d(t 2 -r) 


- tHr - r 2 )^ + C , 

o 


w 


「+(/ 2 - r 2 ) 号 _/ 2 (， 2 -内+] 



H 3 +| l / l 3 


8-5 v ^2 


1/ I 


因此 F ( 0 = 2 n \ t \-^^ I / I 3 


8 — 5万 /4 

f% 7 T 【 • 
D 


【4361】计算 积分: 
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F(x,yjZyt) 


/(^ 7 , pdS , 


其中 S 为可变球面 . 

(卜 *r ) 2 + (r ： y ) 2 + ( 卜 : r ) 2 = r 2 , ’ 

旦假定 r = Vx 2 + y 2 + z 2 > a > 0 , 

K 、— Ji ， 若 f + y + fcd 

f，7 ' C lo, 若 f + y + O 2 . 

解记 y +y +/ = r 2 ，旋转坐标轴，使点 P ( x , y , z ) 位于 
(尤轴的正方向上的点 /^(0,0， r ), 如4361题图所示. 



4361题图 

显然，当 0</< r _“ 及/ >r + “时•球面 S 
f f + ( ?— /) 2 = / 2 与球体^ + + 没有公共部 

分•从而积分 

Fix^y-z^t) = |/( 孑， T^pcLS = 0. 

5 

当厂一“ < / < r + “时. 球面 f 十< + (^- r ) 2 = t 2 有一部 
分 S ' 落在球体 f f + ? 2 < a 2 内•这时 /($• 7 . p = 1 •且这部分 
球面 S ' 的参数方程为 
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. 曲面积分 



所以 

从而 


c = tcos<psuhp，7] = tsirupsintp, 

r =— tcosip (0 ^ ^ 2 丌 ，0 ^ 0^ a) » 

dS = / 2 sin 0 ， 

F(x,y,z,t) = |/($ ，々， r)dS = j dp| ， 2 sin0d0 


2^ 2 (1 — cosa) 


计算以下第二类曲面积分 (4362 〜 4366). 

【4362】（了办士+ )也(12，+ 2(1^0130 • 其•中 S 为球面 j ： 2 +y 

•S 

= a 2 的外侧. 

解 根据轮换 对称. 只要 计箅& d . rcb ，. 并注意到 i •.半球面 


— x ' — y 应取 il 侧，下半球面 Z = — \/V — . r 2 — y 应 


取下侧，则有 


I ccl/d v 


y/u 2 — X- — y 2 d .7 d V 

(— Vci — i 2 — ‘V 2 ) clrd v 




/a 1 - x 2 - y Axdy 


厂 I 

21 cl^l 

J 0 J 



f dr 


lira 


根据对称性有 


I .rdvcU = I vcLrdc = 


•rd v(U + vdcdr + : rdrd v = Ittcz . 
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吉米多学分析习题全解(六） 

【4363】 ( x)dydz + g(jy)d2(ir 4 - h ( z ) drdy ^ 其中 f ( x ) , 

s 

g( W )，/Kd 为连续函数，为平行六面体的外侧面 0<*r<a ; 0<y 

^ 6；0 ^ 2 ^ C . 

解先计算 


h 


[/z (2 ： )drdjy. 


由于六面体有四个面垂直于 jQy 平面，故面积分为零.所以 


Is 


[/ 2 ( 2 ：)心办 = [h (c)drd,y — | /? ( 0 )drdy 

S 驗驗 


抑⑺ 一(/_)]， 


同理 


[[/(jiOdyds： = [/(a) —/(0)]&， 

s 

JJ/f(^)drdz = [g(b) 一 g(0)]ac ， 

s 

\\f(j：)dydz + + /?(z)drdv 


abc 


/(a)-/(0) , g(b)-g(0) , h(c)-h 


b 


- h (0)- 
c — 


【4364】 I (j — 2)01>^2： + (jt —:r)dzdr + (jt —jOdrdy ，其中 

s 

S 为圆锥曲面 x 2 +/ = z 2 (0<z</0 的外 侧面. 

解记曲面在各坐标面上的投影域分别为 Sgjy 和，并 
注意到曲面的法线方向，有 


(y — z)dydz + (z — jr)drd 2 + (j* — 


[*(3^ — 之 ) dyd2+ l[(2 —J*)drd2 + | (:r 一 jOdrdy 


[H(*y 一 z)dyz 一 |*[ (^y 一 z)d^d 2 ： | 
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• 曲面积分第八章多重积分和曲线积分 


「I (z — x)dxdz — |{ (z — x)dj ： (\z~^ 
[ 『 r — ^Odrdy - - jy)drdjy] 


[4365] \]( C - 

S 

=1 的外侧面. 
解先计算 


0 + 0 + 0 = 0. 
jj ( dydz 卞 d^c 


# + _)， 其中 s 为搁球 + 


卜 ㈣ 




其中 s , 是下半椭球面 


z = _ c J l _72_1 r 

取下侧， s 〗 是上半椭球面 




取上侧，所以 


drd 


妙 〆V 1 - s -客 

利用广义极坐标 

x = arcos<p^y = br^m<p ， 

鮮 =咖， 

卜 K 爲 =: 

根据对称性可得 


4 nab 


\\ M ^ = ^ Cj 2 


drds: 


inac 9 

了， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


因此 


1 


dydz _ (Lzdz 

了 y 


祕 = 4 #+f 


z 


7) 


+ 各 + 長) 


【4366】 + ) ， 2 d2：dr + ddrd )，， 其中 《S 为球面 (.r — 


a ) 2 + (^-fe ) 2 + (z-c ) 2 =R 2 的外侧面 • 

解先计算 

Ii = \\z~ d?*djy = J f*2： 2 dj'dy + [[V’drcl^y ， 

5 K ^ 

其中^是上半球面 


z — c 


>/ R 1 — (.r — a ) 2 — (y — b )-, 


取上侧 ， s 2 是下半球面 


z — c 


- VR 2 -(s-a) 2 -(y-b) 


取 F 侧•所以 

h = 


z 2 ±rdy 




[c+ vF^ — (x — a) : — (y-^b) 2 ydzdy 


c- -(i-a) z — (y—b ) 2 ] 1 drdj; 




y/F^ — Cr —u) : — (y^—by 



则得 


作变 M 代换 

j = a + rcos(p，y = 6+ rsincp 
h = 4r 


• 9 ij 

' Z dcp /w 

Jo Jo 


rVdr 


= Stic —r 2 ) 了 | — kR" c. 


由对称性知 



5 


jr-’dyck = —izR'a, 

I 2 = IV circle = 4 ttR7;, 

因此 OC 2 dydz + y d^dz + z ' drd ^ = + /^ + c ). 

KJ 

S 

§ 15. 斯托克斯公式 

若 P = P ( x , yjz),Q = Q ( x , y , z),R = R ( x ^ y , z ) 都是连续 
可微分函数， C 为包围分片光滑的有界双面曲面 S 的逐段光滑的 
简单封闭周线，则有斯托克斯 公式： 

| cosa cos /? cosy j 

£ Pdr + Qd 计施 =jj I 悬 I dS , 

"P Q R I 

其中 cosa , cos /?， cosy 是指向周线逆时针方向（对于右旋坐标系) 
环绕的那一面曲面 S 的法线的方向余弦. 

【4367】运用斯托克斯公式计算曲线积分 

ydx + zdy + xdz ^ 

其中（’为圆周/ + y * -\- z - = a .x + y + z = 0,若从 O 轴的正 
向来看，圆周为逆时针方向.用直接计算来验证结果. 

解平面 :r + ：y + z = 0的法线方向余弦为 

cosa = cos^3 = cosy = 专 ， 

cosa cos/? cosy 

所以 i vdr + zdy + xdz -- *| y - y - y * dS 

‘ X . 

=— y / 3 na 2 . 


y 


r 

一 I (cosa + cos/? + cosy )dS 





米多维奇数学分析习题全解(六) 


下面直接计算.将圆周 C 的方程化为参数方程.以 

z =— (x + y ). 


代人 

得 


+ z 2 =“ 2 ， 

工 2 + y + ( x -\- y ) : = a 2 , 

^ r(x + y ) 2 +-} r ( x - y ) 2 = a 2 . 


故设 + y =〜/ • yflcos / t.y — x = 72 a sin /. 

由此可得 C 的参数方程为 

J ' = ^(^ COS/ ~ sin/ )^ = -|(^cosr + sin/) 

Z =— / J^acost, 

当 / 从 0 增加到 2； r 时，动点描出曲线 C 的正向.故 


ycb Uy + jclsr 


(普 


+ COS/ 


cost / sm / 丄 ,\ 4 1 / cost . A 




t =— y / 3 KU \ 


【4368】计算 积分: 


I 

(: r 2 — yz)cLz + ( y 2 — + ( z 2 — xy ) dz ^ 

r\mB 

此积分是沿着螺线 

. h 

•r = aco ?>( p^y — czsinp，z = — 

从 A ( a ，0,0) 点到 B ( a , 0 Ji ) 点的曲线所取的 • 

提 示:用 直线补充曲线并运用斯托克斯公式. 

解连接线段 AB ，则得闭曲线 AmBA , 假设张这条曲线上 

— 366 — 



的曲面为 S ， 则应用斯托克斯公式知 


(x 2 — yz)dx (y 2 — xz)dy-{- (z 2 — xy)d ： 


cosa 

COS/J 

cosy 


d 

d 

Vx 


Tz 


dS 


yz 




OdS 


又因直线段 AB 的方 程为： 

x = a^y = 0,0<z </?， 

故 [ (x 2 — yz)dr + (y 2 — xz)dy-\- (z 2 — j-jy)d 2 ： 

J A^nli 

=f U 2 -yz)dr+(y 2 - xz)dy + U 2 - xy)dz 

J Ati 

[ h 2A h 3 

o 6 

【 4369 】设（ ’ 为位于平面 』。080 + ， 0^/?+2( ： 05^ — /) = 0 的 
封闭周线 (cosa ， yeas/? ， cosy 为平面法线的方向余弦）并围成面积 
S •求 

eLr d^y dz 
^ cosa cos/3 cosy ， 


其中周线 (：取 正向. 
解 i 己 


cos 沒 cosy 

P = = zcos(]— ycosy 

y z I 


cosy coso 

Z X 

cosa cos/3 

了 y 


jrcosy — zcosa 


yco^a — xcos[3. 
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□米: $7 维奇数子分析习题全解 


麵 


则应用斯托克斯公式得 

dx dy 


dz 


cosa cos/? cosy 


y 


j> Pdx + Qdy-\-Rd^ 


cosa 

d 

Toe 

P 


cos 卢 
d 

Q 


cosy 

d 

Tz 

R 


dS 


! J( cos 2 a + cos'(i + cos 2 y)dS 


dS = 2S. 


运用斯托克斯公式，计算 积分 : 


【4370】 （: y+ Z )d.r+ (e + a:)d ： y+ («r + ： y)ck ， 其中 （: 为椭 

( 

圆 a* = as\n : t,y = 2a sin/cos/, 2 = a cos't (0^/ ^ tt) ，沿参数 / 的 
递增方向 . 

解应用斯托克斯公式有 

^ (yz)dx' (zx)dy (x + y)(\z 


cosa 



cos/3 

d 



cosy 

i dS = j OdS = 0. 


ly + 2 ： z+x T-i-y\ 

% 

【4371】 (v — z)cLr 十 （2 — .r)d v + (.7. — jOdz， 

( 


其屮（：为椭圆 i 2 + / =“ 2 ，: 7 ’ 一 f - = 1(«>0，/，>0).若从(> 

a h 

轴的正向来看，椭圆取逆时针方向. 

解如4371题图所示 

把平面 f+ f = 1上 r 所闱的区域记为 S •则 s 的法线方向 


为{/2,0，“: •即 




4371 题图 


cosa 


Va 2 + h 2 

应用斯托克斯公式得 


cos/3 = 0 ， cosy 


a 

^Th 


(y — z)dj ： + (z x)dy + (j: — y)dz 


cosa 

cos/? 

d_ 


Ojr 



Z — X 


cos/ 

f)z 


dS 


2 1 (cosa + cos^ + cosy)dS 


" 2 (^ 


+ 0 + 


Ja 


每 # s 




【4372】 


(y 2 +z 2 ) dr 4- ( j :1 + c 2 )dv -H (.r 2 -t jv 2 )ck • 其中 （， 


为曲线 了 2 + v 2 + c 2 = 2Rj .x 2 4- v 2 = 2 o - ( 0 <，• < R • c > 0 ) •曲 
线的方向使得被它围成的在球面、 r 2 +/ + / = 2 Kr 外侧的最小 
域在其左边. 

解注意到球面的外法线方向的余弦为 

— \ 

cosa = ’ 一 ^— • cos/? = — , cosy = 竞 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


利用斯托克斯公式，可得 


C 


(y 2 +z 2 )dr+(x 2 +z 2 )dy-^(x 2 + y 2 )dz 


cosa 

Tx 


cos/3 

a 


cosy 

a 

T z 


y + 2： 2 x 2 + z 2 x 2 + / 


dS 


|[( 夕 — 2)cosa + (2 一 x)cos/ 3 + (x — ,y)cosy]dS 


L (y ~ z) (i 


)+(2 ： —JT) + (j* — ^) ^ 


dS 


又 


(z-y)dS. 

由于曲面关于平面对称，故 

JJydS = 0 ， 

J 2dS = 

s 


R cosydS 


[ dxdy 


Rnr : 


<2rr 


因此 4) ( (/ +z 2 )dr+(z 2 +x 2 )dy+ (x 2 +y 2 )d ： 


2 nRr~ 


【4373】 ^ (jy 2 — z 2 ) dr +( z 2 — x 2 ) dy +( x 2 — y 1 >d2 •，其中 (T 

为用平面: r + y + 2^ 切立方体0< j*<a，0<>^a，0<2： 

的断面周线. 若从 ( k 轴的正向来看•周线为逆时针方向. 

解平面 t+jv + z = 含于立方体内的部分记为 S. 它在 

.iQy 平面的投影域为 S D . (如4373题图所示），其面积为对于 

平面 i + jy + z = 有 


cosa = cos/? = cosy = 
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. 斯托克斯公式 


第八章多重积分和曲线积分 



4373题图 


利用斯托克斯公式有 


(y -z 2 )(Lr + (z 2 -x 2 )dy + (x 2 - y 2 )dz 


cosa 

COS# 

cosy 

3 

a 

a 



T z 

2 一^ 

z 2 — x 2 x 2 — y 2 


dS 


j t( _ 2 ,_ 22) ± + ( _ 22 _ 2j) ± 


+ (-2x 


—4] 


dS 


=_ + z)ds =_ 4 x H * ds 


=— 6a I drdj =— 6a • —a = - 2 a * 

【 4374 】 ^y^dr + P^djy + rVck ， 其中 C 为封闭曲线 

= acost.y = acos2t,z = “ cos 3/， 朝参数 / 的递增方向进行. 

解本题 I 接计算线积分，较简单 

2 z 2 dx + x 2 z 2 dy + x 2 y 2 dz 

•2k • 

= — a ' (cos' 2/cos 2 3/sin/ + 2cos 二 ’/cos L 3/sin2/ 

Jo 


+ 3 cos 2 /cos 2 2/sin3r)d/ 
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—J a ( cos 2 2tcos 2 3/ sin / + 2 cos 2 fcos 2 3 rsin 2 f 


+ 3 cos 2 rcos 2 2/ sin 3 /)dr 


【4375】设函数 


4 

5 


cos(r wz ) 


dS (k = const ) 


其中 s 为受周线 c 闊成的面积^为曲面 s 的法线 J 为连接空间 
点 M(x,y,z) 与周线 r 的动点 A ((，77 ?) 的向量，证明此函数是通 
过周线(：的电流/产生的磁场77的位势.（参见第4340题). 

证利用4340题的结论，并注意到 


其中 

即得 


(冬一 j ：) 了 + (7 一 —— （ C—— 2 ) 石， 

+ (££(7)^-^(7)^ 

+ (炎垚(+)々—悬 (+)_]. 


利用斯托克斯公式，并注意到 


及 


从而 


li) 

()x 

liJ 


(+) ^(t) 

^ ' 3y 

( t ) 




cl 


V 


泰 (+)+ 泰 


(+) =_ 磊(+)— £(+) 




即得 


. 奥斯特罗格拉茨基公式第八章 多重积分和曲线积分 


=砉(+)， 

H ^ = ki ify (}) d ^- y z (^) d7 f 


4 他 

S L 

」 2 (+)二 


r? 


d^rlz 


It ] 

阳 y 


ndS 


阳 z 





//v 


dS 


' d.r\i r 2 
. *9 T cos( r w?) 

- ^ T cos( r 

f rd ] ^ 


s 


，學 I . 

cos(r 


"dS 


-dS, 




M 后得到 


(hv ， , (ivu ， r7u y 7r 

r9j * 1 dy^ c)z 


即 u < j '. y 9 z ) 是磁场 /? 的位势 • 

§ 16 . 奥斯特罗格拉茨基公式 

若 S 为包围体积 V 的逐片光滑的 曲面氺 = P ( x , y , z),Q = 
Q ( x , ynz),R = R ( x , y , z ) 在域 V + S 内与其一阶偏导数均是连 

续函数，则有奧斯特罗格拉茨基 公式： 


\\( Pcosa + Qcos/? + Rcosy)dS 

= JI(_ + f 十 f )—★， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


其中 cosa ， cos/3,cosy 为曲面 S 的外法线的方向余弦 . 

若光滑曲面 S 围成有界体积 V 及 cosa ， co^ ， cosy 是曲面 S 的 
外法线的方向余弦，运用奥斯特罗格拉茨基公式，变换以下曲面 

积分 （ 4376 〜 4380). 


【 4376】 [x dydz + y 3 dzdr + z 3 drd^. 


解由于 


从而 


因此 


P = x\Q = y\R = z \ 

罢 + f ) n 2 +/+ z2 )， 

j I ? dydc + y cLrdz + : 、 cLrd.y 

•s 

= 3j|| (x 2 +j 2 + z 2 )cb*d^dz. 


【 4377】 I yzdydz + zxdzdr + xydrdy. 


解 P = yz,Q 


，尺 = xy. 


从而 


iveLrd} + xzdirdz + yzdydz 


V 』 

JJodrdj'dz = 


【 4378 】 


0. 


x cosa + ycosi3 + zcosy 


Vx 2 +y 2 +z 2 


dS. 


解 P 


Q 


Vx 2 +y 2 +z 2 
_ 1 _ 


/ x 2 + y + z 2 


yx 2 + y + z 2 
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• 奥斯特罗格拉茨基公式第八章多重积分和曲线积分 


从而 


dP _ dQ_^dR 

cly ^ f)z 

2 I 9 

— y + 2 " 






(jt +y Cr 2 +y+ ； z 2 ) 音 (jr +y H-z 2 )' 


所以 


一 y^ 2 +y 

JCQSg + ycos/? + zcos ； 

/ r 2 +/+^ 


dS 



drdydz 

: r 2 + y + 


【 4379 】 [[(^ cosa + ^ cos/? + ^ cosy) dS. 

S 

^jp rj r) Du 

解 / , = 3-tQ=—tK = —t 

dx f)y f)z 

M ^ 3P 丄 (1QJR cl 2 U ,rl 2 U . 

从而 ^ + ^ + ^ = a ? + ， V + ^ ==Aw, 

故得 ( 普 COSa + l^ COS 0+ fx cosy )^ = jlj Awcbd^dz. 




解因为 


盖德 _ 繫)+急(荽一 lf ) + 盖 ( I ? 一骞 ) = 。， 


故 





Odrd^ydz 


【4381】证 明:若 S 为简单封闭曲面 •/ 为任意固定方向，则 


COS 

S 


(7 l，/)dS 


其中 n 为曲面 S 的外法线. 

证设向量5与7的方向余弦分别为 cosa ， cos /3， ccxsy 及 

— 375 — 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


cosa! jos)^ •由于 / 的方向固定，故 cosai kos/^ ，cosh 为常 
数.又 

cos(w ， I) = cosa • cosai + cos^3cos/?i + cosycos/i , 

故 cos(ri. l ) = i [ cosai cosa + cosf^ caf + cos/i cosy ] dS 

=1 [ 吾 ( ⑴站 1 )+ 吴 (°°^) 十合⑽乃）心办也 
\* L ** 

= J|| Odrdydz = 0. 
v 

【 4382 】证明由曲面 S 围的立体体积 等于： 

V = yj \ ( xcosa + ycos^ + zcosy) dS , 
s 

其中 cosa ， cos/3,cosy 为曲面 S 的外法线方向余弦 . 

证由奥氏公式有 

J| (jxosa + ycos(3 4- ^cosy)dS 

s 

= I [(砮 + 訏 + ff ) 心办心 = 3 f drd ^ = 


故得 


if 


(xcosa 4 - ycos/3 十 zcosr)dS. 


【4383】证明由光滑锥面 F(s,y,z) = 0 和平面 Ar + 办 + 
Ci+D = 0 围成的锥体体积 等于： 

V = + SH ， 

其中 S 为位于该平面的锥底面积， ff 为锥体高度. 

证对于任意间定的点 iKUo . yn . Zo ) 由奥氏公式可得 

l[ (x — Xo)dydz + (jy — >) 心士 + (2 — 


= 3 I drdyd ： 


3V ， 


其中 X ； 是包围着有界体积 V 的封闭曲面并取外侧，故得 
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. 奧斯特罗格拉茨基公式第 / y 章多: 


V = y [| (O' —jr 0 )d3 ； ck: 十 （ 3 ； —yokLrd: 


+ (z — z 0 ) dzdy. 

现取为锥面的顶，且令 

r = (x — x 0 ) i (y — yciYj + (z — 2 ： 0 ) l ， 

V = y J[(.r —x 0 )cosa+ (y — y 0 )co^ 

S 

+ (2 — 2 ： o)cosy]dS 


i| ; - 


，;dS 


i| 


(?)7 TC 1 S ， 


其中<= { cosa ， cos #， cosy } 为曲面的外法线方向的单位向贵， 


(?); r 表示向遍^在;;上的投影.而由锥面 S , 和平面 S 所组成， 
在锥面 S 上，？ 丄二故 
[ J '( r )7 dS = 0. 

s i 

在平面 SI 

(r)T ； = H ， 

fik I (r) n -dS = SH 9 

s 

由此得 v= y|[(r)^dS = -|-[i ( r) ； rdS+-^| (r)^dS = -jSH. 

Z s 

【4384】求由曲面 z=±c •和 

x = acosuco^xt + ftsinusini ； ] 

y = acosusinv — bsinucosv > 

: 

z = csinu ) 


围成的立体体积. 

解法 一：由 4382题的结果知•所求体积为 



士 j (jcoso + ycosj 3 + zcosy ) d-S 
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I (j-cosa + .ycos/3 + zcosy)dS 




其中分别是平面 2 


及曲面 


acosMCOsx ； + bsxnusinv 
acosusinv — bsinucosv 


① 


rsinw 


在①中，当： =±f 时 m =±|，此时 《 r 2 + y = 6 2 .即 s! ,s 2 
分别为圆域 : z =士 +y < a 2 . 而在 s, ,s 2 上 
cosa = 0, cos/i = 0 ， cosy = — • 


所以 


||(xcosa + .ycos/3 + zcosy)dS = | | (• | dS = | (• | n/r 


s i 


同样可得 1 [(. 代 0 知 + >^ 0 $ 卢 + 2 Tcosy)dS = I c I nb 2 , 
此外 l] (xcosa + vcos/3 + ccosy)dS 


S 3 


+ J dv ^i(acosucosv+bs\nus\nv) • (y u z f v - 

+ (acos/zsim; — bsmucosv) (z' uX v — z x jc' u ) 
+ csinw(y^' v —^ v y' U )~]du 

± j dvj ^ra 2 coswdw =± inca 2 f 


J ; M 


② 


其中的正负号应这样选取，使对应于 S 3 的外侧.下面来确定此正 
负号 .s 3 的方程可改写为 


x 2 +y 


9 

CT ， 


i 己 F(x,y,z) = x 2 + y 2 +- ■— 一 -z 2 ， 


于是，在 S 3 上，有 
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16 . 奧斯特罗格拉茨基公式第八章多重积分和曲线积分 


cosa 




cos/3 


cosy 


士 7 F 5 + F 2 y + FI 
F \. 

士 sjri + r\ + n 
F \ 


士 v / n + i ^ + Fl 

其中正号对应于 S 3 的一侧，负号对应于 S 3 的另一侧.于是，由于 
F ( x , y , z ) 是齐式函数，有 

xF \^ yF \.+ zF \ 


xcosa + .ycos/3 + srcosy 


2F 


士 vn + ri + r \ 

2 a 2 


士 vf ，2 s + F r i + n ± vf ，2 t + rjTFT - ® 

但在 S 3 与 . rQy 平面的交线（即 O ' 2 +y = a - ,z = 0) 上对于 

的外侧•此时向径 r = xT + yj + z ^ 与外法线单位向量 5 的方 
向一致，故 

jrcosa + ycos(3 + zcosy = r • > 0. 

由此可知在③式中应取正号，所以 


|( jtcoso + jcos^ + zcosy) dS 




2a 2 


士 vri + r ； + n 

从而，由②式知 

|[(j*cosa + jycos/?+ 2 ： cosy)dS 


dS >0, 


47T : 


c a 


因此 


V= y(47c I c I a 2 +2 I r I nb 2 ) 


i^r 

3 


M 卜 2 + f ). 


法二 :直接 计算体积较为简单，由①式知平面 2 = 常数（即 ^ 
常数）与曲面的交线是圆周 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 

x 2 +y 2 =a 2 cos 2 w + 6 2 sin 2 w, 
故其截面面积 

S(z) = 7r(a cos 2 w +b 2 sin w) • 
故所求体积为 

V = J S(z)dz 




7r(« cos 2 wsin 2 w) ! c | d(sinw) 




+ ( b~ — a 1 )sin L w .(Ksinw) 


= 7T c 



— a 2 ) 



【 4385 】求由曲面 a* = ucosv^y = “siniuis ： =—“ + “cosiKw 
^ 0) 和平面 .r = ()•;: = 0 (a > 0) 障 1 成的立体体积 . 

解法 一:用 S , 表示物休表面位于平面2 = 0上的那一部 
分， S 2 表示物体表面由所给参数方程给出的曲面上那一部分，物 
体表面在平面 r = 0 上的那部分显然是一线段 i = 0 ，：y = 0.0 < 
所论曲面与平面 z = 0 的交线为 w = acosz ;. 由于 “ > 0,故 


—f < r <吾， rt 】此所论曲面中“ w 的变化范_为 


H：0 ^ w ^ acosv^ —号 < 1 ’ < 晉 


故所求体积为 




(jrcosa + .ycos/3 4- zcosy) dS 




其中 cosa ， cos /3， cosy 是外法线的方向余弦.显然，在 Si 上 cosa 


0, cos/3 = 0, cosy 


1， 


、 


0,故 


J[(j-cosa + ^008/3+ cosy )dS = 0, 


s i 
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• 奥斯特罗格拉茨基公式 \^ J\m 


而在 5 2 上，有 


(xcosa + ) ， cos/3+ zcosy)dS 


j [(j'd.yclz + ydrdz + ^dr d^y) 

土 JJD^/h 〆 !； 一 ~\~ y(<z u x' 


n 


+ u y r v — *r’ v< y' tt ) 」 dwdx; 


2^ vX 


士 J 
n 


4 

n 

4 


c)x dy fiz 

f)u c)u c)u dwell ； 

dx dy f)z 
c)y dv 

ucosv usinv 


u + acosv 


cosv 


Sin 77 


dudv 


usinv ucosv 


as\nv 


acosv 


cosv 


s\nv 


dudv 


usmv u cosv 


asinv 


r^f ucosv 

dv cm 

J-f Jo 


cosvdu 


=± JI aw cost;dwdi; =± I " ^ dz;^ au • cos^dw 

n ~ 2 ° 

=士 ^ cos 3 vdv j - cos 3 di; =± ja% 

由于体积 V > 0 ，故取正号，因此 

' T 1 2 2 2a 3 
V = — • — lc — — • 

3 3 9 

法 二 : 记 D 为物体在 xQy 平面上的投影域，则 


V = 


[zdrdjv ， 


将 


wcos*Lujy = wsim; 看作坐标变换，则 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


D ( jyV > 

D(u,v) 


cost; 


sint ； 


usinv u cosv 


V = jzdrd^y = (— u 4 - acosv)ududv 

d n 

CC acosv 

=I ^ dt;| (— u -i-acosv)udu 

r 2 r w 3 , ⑽ 2 隱， 1 卜 ' 


cur cosv 


d y 


fi; 


cos' vdv 


2 a ^_ 


【4385. 1】求由环面 

x = (6 + acos^)cos^ 
y = (/) + “cos#)sin0 


(0< a <6) 


围成的立体体积. 

解 0 < p < 2 丌， 0 < 2 丌， 


iff 

、 


(xcosa + ycosfi + zcosy)dS 


± iir d C 




dx dy dz 

3(p f)(p c)(p dip 

c)x c)y dz 

c)lp f)(p c){p 

(b + acos ( p ) co^(p 
— (6 + acos 0) sin ^ 


— a 



(b + aco^p)s\i\(p 
(6 + acos 0) cos^p 
— asin0sin^p 


a sirup 

0 

«COS0 


+J a_ah-\-(a 2 +b 2 )cos{p + abcos 2 ip]d(p 


3a 2 b 


(2n) 2 =+ li^ab. 


由于 V >0, 故取正号，因此 



• 奧斯特罗格拉茨基公式第八章多重积分和曲线积分 


V = 2 丌 V 2 6. 
【 4386 】 证明 公式： 





9 9 9 


f(x.y,z.t)drdydz | 


f(x,y,z,t)dS + 





drd^dsr 


(/ > 0 ). 



/( drd ^ dz . 


利用球坐标 '• 


rcoscpco^ip^y = rsin^cos^,^ 


所以 

c\I 

At 


(0<r</,0<p<27r’ 一号 <0< 号 )’ 

I [| I ^ /(rcos^cos0* rsin^cos^, rsin^, t )r 2 cosipdtpdcp dr ， 
=J /(/cos^cos0^sin^cos0,/sin0,/) • t 2 cosipdtpdcp 

+ J j J J 、音 / (/xos^cos^nsin^coj^rsinA/Vcos^d^dpjd/ 
= Jl f(x,y^z.l)dS+ ( ^drdydz. 


运用奥斯特罗格拉茨基公式，计算以下曲面积分 （4387 


4389). 


【 4387 】 I \jr 2 dydz + y 2 dccLr + e 2 drdy •其中 S 为正方形 0< 


界限的外侧 • 

解 由奥氏公式得 

x 1 d>xlir + y 1 cLrcb 4- zr drdy 
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米多维奇数学分析习题全解(六) 


2j|| (x + y z)dzdydz 

V 

2[ cLrf dy[ (x + y + z)dz 
6j:drj:0 = 3a 4 . 


【4388】 j 2 d：yck + ：y 2 d 2 cLr + z 3 cLrd：y；， 其中 S 为球面 


+ z 2 = a 2 的外侧. 


由奥氏公式得 


\\x A dydz + y' cLrd^ +jy' cLrd.y 



(x 2 +y 2 +z 2 )dzdydz 


3! d^j*^ d^J r 2 - r 2 cos^dr 

6 丌 （ '^ costpdtp) ([ r^r)= 


o 


【4389】 


(j* 一 y + z)dydz (y — z - {- x)dzdx + (之 一： r + 


/drdy ，其中 S 为曲面 I x — y + z | + | y — z + x |4 - I z — x + y | 

=1 的外侧 • 

解由奥氏公式得 

(x — y- {- z)dydz + (y~~ 2 + :r)drd^4- (z — «r + jOdrdjy 


d^yds ：， 



其中 V 为曲面 


I x — y-{-z |~H y — z-\-x | + | z~ x + y 


所围的立体. 

作变换 
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则 


u — x y + z^v — 

y — z + x^zt 


du 

du 

du 


dx 

dy 

dz 

D(u^v^w) _ 

do 

dv 

dv 

D(x,y,z) 

ar 

dg 

dz 


div 

du.' 

du: 


dx 

dy 

dz 


1 

-1 

1 

— 

1 

1 

-1 


一 1 

1 

1 


•T 十义 


因而 


P ( j ： 9 y 9 z ) 

D ( u ^ v ^ w ) 


又区域 v 变为 I w l+l p |+| xH < i 这是一个对称于坐标原点的 
正八面体，巨在第一封限的部分由平面 u + v + w = l，w = 0 ，p = 


0^ = 0围成，其体积为 


3 


故八面体的体积为8 



因此 



2)d;yd2+ (y _-2 ： +j ： )drd ： 2 ： + (z 一 i + ^Ocirdy 




- jdwdi^dtc 



[43901 计算 (*r L ’coso+y cos/3+2 ： 2 cosy)dS ， 其中 S 为锥面 

s 

J ' L> +y = zHO ^ z ^ h ) 的一部分， cos ^ cos^cosy 为该曲面外法 
线的方向余弦. 

提示: 连接平面 z = h , x 2 + y 2 ^ h 2 的部分. 

解合并平面 S l: z = h , x 2 ^ y 2 ^ h 2 的部分得一闭曲面 S 
+ S , 利用奥氏公式得 



米多维奇数学分析习题全解(六) 


( j 2 cosa + y 2 cos t 3 + z 2 cosy ) dS 


+ y + z )( Lxdydz ^ 



其中 V 是由锥面 /+y 
坐标可得 


2 和平面 Z = A 所围的区域.利用柱面 




: 2 cosa + y cos /3+ 2 2 cosy)dS 


(j + .y + ^icLrcl^ycU 


n K Ch rh 

! dtp rdr r(cos<p+ sina) + 2 ： ]d 2 ： 

Jo r J 0 r 



Ch 

2 k 

0 


(rh 2 -r^)dr 


Tthl 


cosa + jy J cos /? + c cosy ) dS 


因此 


h da dy = 兀 /〆 • 




( x 2 cosa + y cos /? + cosy ) dS 




- Tlh X 


7：/^ 


【4391】证明 公式： 

j | = 1 | j cos ( r . n)dS 

V s 

其中 s 为围成体积 V 的封闭曲面， n 为曲面 S 在动点(匕的外 
法线 ， r = y (^— x ) 2 + (rj — y ) 2 + (^― z ) 1 ,r 为从( 1 ， 3 ；， 2 ：)点到 
点 ($，7， P 的向量. 

证先设曲面 S 不包围点 ( Ajya ) (即点在 V 之 
外），我们有 

cos(rwz) = cos ( 厂，彡） cos(w ， 冬） 
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cos ( r ， c ) 


cos ( r ^) 


cos (r ,n 


一 cos(r •7y)cos(;I^) + cos( r • q) cos( n . p 
-— -,cos(r,7y) — 3~~ 



cosa + 


匕 — 2 

cos/3 + b — -cosy 


应用奥氏公式可得 


J cos(r ,» 


Si)ds 


= j[ d T cosq + 2—^ cos /3 + ^ "cosyjdS 









d^drjdS 


i| cos(；t；; 


Si)dS. 


若曲面 S 包围包围点 ( xoa ) 这时不能对 V 应用奥氏定理. 
以 (a o <) 为中心充分小的正数^为半径作开球域使得 C ： 
V . 其边界以 S , 表示.对 V — ％应用奥氏公式.利用上面的结果 
可得 


[cos( r , w)dS + [cos(?"7)dS = 2 


① 


但在 S f 上，7】的方向与；的方向相反.故 

cos(r ，《) =— 1 ， 


cos( r ,72 )dS =— 4 兀£~， 


由此可知在①式中令£ — + 0即得 

III =l{{rn,(7^ 


Ifco 


s( r ， w)dS. 




吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


【 4392 】 计算高斯 积分： 

• lU,y,z) = \\ cos( ' PJl) dS, 

其中 s 为限制体积 V 的简单光滑封闭曲面 J 为曲面 s 在点 (匕 7 , 
P 的外法线， r 为连接 （1 JNZ ) 点与点 （ f ， 7 ， f ) 的向量 ， r 
= V^-^y + irj-yy + C ^- z ) 2 . 

研究两种情况：（1)当曲面不包围 点时； （2) 当曲面 
包围点时 • 

解设法线^的方向余弦为 cosa ， co #， cosy ，贝 lj 
cos ( r , w ) = cos ( r » f)cosa + cos ( r , iy ) cos ^+ cos ( r,p , 

如 cosy 



— x 


cosa 4- 丑 ~2 cos/3 + ^~^ cosy 


因此，高斯积分 

I(x 9 y 9 z) = [ 1 ^-- 3 - ^ drfd$ f ^ 3 i ^ 3 、 叱々， 

n 厂 广 T* 

•S 

这里 P = 穿，0 = 〒’ R = 穿， 


于是 


1 3(f-x) dQ _ 1 3(r7-v) 2 

» ~ ~ — ~7 _ # f 



dP = 

dR _ 1 3 ((—z) 

■ ■ = — - - ^ 

0 C r 3 r 5 
(1) 当曲面 S 不包围点 Cr ，： y ， z ) 时，在 V 上有 


它们仅在点(0*0，=)处不连续.因此 


醫噌 + 需 = 0 , 


由奥氏公式有 


I(j ： ,y 9 z) 


cos(r ， 7 ?) 
^^ 


dS = 0. 


(2) 当曲面 S 包围点 ( hjy ， 幻时，则以点 Cr ，>；， d 为中心 e 为 
半径作一球 v f 使得％ ev , v £ 的边界记为乂，将奥氏公式用于 V 


%，则得 
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cos(r^n) 


dS 


s^s 


cos( r ,n) 


= JI (— +) dS = — 4 兀 


I(x,y,z) 


cosir 


dS 


jj = 4 k . 


【4393】证 明：若 


_ <9 W , w . r)~M 
Aw = : 十 —o + p ， 
f7r r?y dz^ 

s 为 围成有 界体积 V 的光滑曲面•则下列公式是正 确的: 


，广 

1) 


f)u 


dS 



/^udidydz; 


(2) w ^dS 
JJ dn 
s 


|[( ir +( g ) 

+ J11 w AwcLrdyde. 


• /du 


dz 


) Jdrd^dc 


其中 W 为在 V + S 域内与其直到二阶偏导数(包括二阶）一起的连 
续函数和 g 为沿_面 S 的外法线导数. 

证由于 

^ = _c()sa + _cos/3 + |^cosy, 
an ox ay dz 

因此，由奥氏公式可得 

(1)1 普 dS = (■cosa+_cos/3 + _cosy)dS 


=|(㈣ 

nr 

= JJ Awcb djyde. 


Stu _ S^u 
d ^~ d ? 


j j drd) ， d2 


3^9 





【4394】证明空间的第二格林 公式: 





T 


f}v 


drd^yd^ = 



(in 

_ J 

? 

U v 

% 

M 

5 

U 

v 


其中 V 为由曲面 S 围的体 枳;; 7为曲面 S 的外法线方向 M 数 w 
u ( x , y , z),v = v ( x , y . z ) 在 V + S 域内可微分 两次. 


证 



du 

dv 


dn 

dn 

t 

s 

u 

v 


dS 


i][( t; l7 _w i) cosa+ (^~ M i) cos / ? 

卜 i —“ i) rosy 


|[1 卜 

+ i("i -w iT drd ^ 

IK ㈣ ，） 


li 


dv \ 

ay) 


鳴 + 0 + 調心扯 


办 2 < 

Aw 加 drdvck' 


[4395] 
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若函数 《 = ix . y . z ) 在某个域内具有直到二阶(包 
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ds 




0 


ds 

l d 


w- z 

a-a 


o 

awla\* 
" 

+ 

so 

o 

awa7 


awa, 

1 ( 

Ur 

aw 一 av 

1 ( 

K 

awlaz 


a/ l av 












16. 奧斯特罗格拉茨基公式第八章多重积分和曲线积分 


括二阶）的连续导数的且 



则函数 w = dx ，： y ， 幻称为调和函数 

证明： 若〃是在由光滑曲面 S 围成的冇界封闭域内的调和阐 
数•则下式是正 确的： 

(1) |f-： ds = 0; 

⑵ | [(砮 ) 2 + ( 骞 ) 2 + (_) 2 ]峽如 =| M f^dS. 

其中 ri 为曲面 S 的外法线. 

利用公式 ( 2 ) 证明 ：在域 V 内调和的函数由其在边界 S 上的 
値唯一确定 • 

证 （1) 由于 Aw = 0由4393题 （1) 的结果即得 



= 0 . 


(2) 由4393题 (2) 的结果，即得 



= | M • odrd ^ + |[(f ) -( 篕 ) 、 (|)1 d ^ cb 

4[(a^f + (a^V^(a^r]«- 

v ^ 

设 “ I ， W 2 在 V 上为调和函数，且在 S 上… = u 2 Lr , y , 
z ) •设 w = a — “ 2 •则 w (. r ，3 N 2：) 在 V 七调和民在 S 上“ = 0,则由 
前面的结论有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


因此 


du _ du = du 
d.r dv dz 


0, 


即 = 常数 （（ h ^ z ) G V ), 

但在 s 上 “ = 0 故在 V 上 M E 0. 因此 A = “ 2 (在 V " 上). 

【4396】证明 ：函数 《 = “ Cr ,： y ， z ) 在由光滑曲面 S 围成的有 
界封闭域内是调和的，则 


其中/ : 为在 V 域内从 ( tow ) 内点到曲面 S 动点(心的向 M ; 
r = x ) 2 - r - ( rj — y ) 2 z ) 2 , G 为曲面 S 在点 ($， rj <) 

的外法 线向最 . 

证利用4394题中的格林第二公式 






Aw 


V 




取 V = — - - ■ ， 

厂 V (^- x ) 2 + ( rj - y ) 2 + ( S - z ) 2 

则当(冬7，？）# 时有 At ; == 0. 

现以 MCrjd ) 为中心•充分小的正数 e 为半径作一球面& 


含于曲内.将格林第二公式应用到由曲 SiS + S f 所围的立体 


K 内得 


即 


5 * 


S C 


1 du 
，• dn 

du 
'dn 


u 


d 

d?i 


(+)_ 


dS = 0, 


a 

dn 




du 

dn 



显然 . S 上的法线是向外的，而& h 的法线是指向球心的.即；^_与 


n 的方向相向.因此 
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并且由4395题知 


|7l ds = 7p 


dS = 0, 


所以 


j[ 


du 

dn 


u ^)] ds = ^ H uds 


从而利用中值定理可得 




du 

Sn 


“ 蠢 (+)] 


dS 


= - 7^( J*1 ^y\ ， : 2：1 ) • 4 tC6 J =— 47TW(j*i ， : 2：1 ) ， 


并中(了 I ， jl ，2 l ) 6 s , •故 
uij'i • Vi ， 2：| )= 




du 

dfi 


“ li (+)] ds ， 


其中 (• r l ， > y l a l ) e &，而右端与 e 无关. 

令 e 并注意到 limw(Ji ri ) = uix . y . z ). 即得 


u ( x ^ y ^ z ) 



W i ( r )] dS - 


卜〜 1 


最后在曲面 S 上 


念( 


) dr d?i 


— - cosa + ^cos/? + f^cosy 


-3 c 




X 


co^a 


d v 

+ n^ c 





z 


easy 


cos( r,n), 


代入前式即得 


u ( x ^ y , z ) 


s 


(“ 


cos (r ^ n 


i ) ds - 


【4397】 证明 ：若 u = u(x.y,z) 为在半径为尺球心为 




(10，>，2()) 的球 S 内是调和函数，则 


“ （工 0 ，}()，之 0) 




x,y,z)dS (中值定理). 


证 

=1，得 


就用4396题，并注意到在球面 S 上有 r = R , cos ( r , n ) 


u(xo ， > ， 2 0 ) 


rM u 


cos(r ,// 


丄赵、 

r dn I 


dS 


=fi (#+ 去 i) ds 

s 

== 4^| u( - r， - V，2)dS， 


最后一等式利用到 4395 题的结果 f |^dS = 0. 

JJ 户 

【4398】证明 ：函数 w = 在有界封闭域 V 内是连续 

的且调和的，若这 个阐数 小‘是常数，则在域的内点 t 不能达到其 
最大值和最小值 (M 大值原理). 

证 证明与4337题完全类似.设 M (.r Q ,：v Q A,) 是V的内 
点•且 u ( x , y , z ) M)( X) * yo * z 0 ) 达到最大值•则 w(*r，jy，jr) 在 V 
上必常数.分三步来证明. 

①若球域 

Ve = {Czyy，:) | (2— x 0 ) 2 +(J 一火 ） 2 + (z —灸 ） 2 ^e 2 }C V. 

则 Wxja ) 在 V £ 上必为常数.事实 h , 对任何的0 < r < €设 
S r = { (x.y.z) I Cr 一 a) 2 + (y — y0 2 +( 2 ： — s>) 2 = r }. 

由 4397 题的结果知 


w ( x 0 ，>， z 0 ) 







u(x 0 ^yo -z 0 ) — u(x^y^z) dS 


但因为最大值•故在&上恒冇 

u(x 0 ， yo ，之 0) 一 u(x^y^z) ^ 0, 
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由 u ( x . y , z ) 的连续性 知在& 上必有 

u ( j：o ^ y 0 ^ z 0 ) — u ( x ^ y ^ z ) = 0^ 

否则，若存在(々，％.々） G s r ， 

使得 u ( x 0 ，>，之。） 一 u ( x x 9 y x 9 z } ) = “ 〉0， 

则由的连续性知，必存在以 Cr，：ya) 为中心的一个小球 
域 (7 使得当(1，7,2：) 6 (7 时，恒有 


u ( x 0 ，夕0，2 0 ) — u (, x , y . z ) > 


a 

J ' 


用〜 表示义 含于 a 内的部分及表面积则 

|[[w(j* 0 ，，2： 0 ) — w(j-, V»2) jdS 
•% 

^1( u(xo .Vo — //(j'-.y.sr) ~dS 




dS 


a, > 0 , 


a r 


矛盾.因此在 s r VMuix.y.z) = u(xo^yo^Zo) 由 /-(0 0<£)的 
任意冇 

u ( x . y ^ z ) = u (a 0 ，>，之 o) ((Jr，}，::）6 V t )• 

(2) 设.\^ (. r * <* ) 为 V 的唯一内点则必冇 


u(x *，y *，2 * ) = u ( x 0 f>) f 2o). 

事实 t， 用完全 M 于 V 的内部的折线 / 将^。(々，，^及 
M_ (n.y * ,c o 连结起来用3表示/与 av 的距离•取 
e ( 0 < e < 8 ) 以点 M 为中心 • e 为半径作一球 

VI. = : ( x ^\\ z ) I (jC — .Tr + (J 一 《yo )」 Zi )) 2 ^ € 2 } • 
由 （1) 的结论知 w (. r ,： y ， d 在 V 。中为常数，特别地 w (. r •: y <)= 
u ( ，> ) 这里点 Mi (ii 0， i ， ti ) 是球面 

= \ (^ r . v . z ) (x — x , ) 2 4-(^ —,yo) J +(s —2o) = £ ' • 

与折线 / 的交点.又以点 H 为中心为半径作一球域 

V, = { (X I ) 2 + (3^ - ) 2 + (2 - ) 2 < r}. 

同样在 W 上有 u (. r . y . z ) = ，.2\| ) •依次类推可得 
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u(x * ，: y *，z * ) = u(x 0 ， > ， 2： 0 ). 

(3) 若 Cr,：ya) G 3V, 则由 （2) 的结果及 W 的连续性可得 
u(x,y,z) = u(x 0 ^yo^zo). 

因此，在 V 上恒为常数，若 w (: r，3N2：) 在 V 的内点取最小 
值则考虑一由前面的结论可知一〃恒为常数，从而 w 恒为常数. 

【4399】物体V整个沉人液体中，根据帕斯卡定律•证明 :液体 
的浮力等于与物体同体积液体的重 M 并垂直向上(阿基米德定律). 

证 取液体的自由面为 aQy 平面 Oe 轴垂直向下.设液体的 
比重为^取物体的表面面积元素 dS. 设此面积元浸在液体内，离 
幵液面的深度为则此面积元所受的压力是 pdS， 方向和曲面的 
外法线方向相反因而在各坐标轴上的投影分别为 


— ^orcosadSf — pz cos/3dS , — pzcosydS . 

其中 cosa ， cos/3, cosy 是曲面上点的外法线方向余弦.由此，液 
体对整个物体的浮力为 


厂=1 

\ zcosadS =— 

• P 

Odrd^yds:= 

= 0， 


裊 

- 

V 


F y = 一 d | ;r cos/3dS =- 

5 

P 

• 

Odrdjyd^r = 

= 0， 

F : =—p 

• 

^cosydS =- 

- 

—4 

cLrdjyck = 

L 

-〆• 


即物体所受的浮力1其大小等于同^积液体的重 ffl ， 而方向垂直 
向上. 

【4400】令 S , 为变动的球面 (e — 了) 2 + ( r /- y ) 2 + 

=/ 2 ，而函数 十0 是连续的.证明 ：函数 

u ( x , y , z , t ) = 

S 1 

满足波动 方程： 




cVu 


和初值 条件: 
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u = 0,37 = 

t=o ot /=0 

提示: 用三重积分表示导数 

证 S, 的参数方程为 
冬 = :r + /sin^cos^p 
< rj = 汐 + /sin^sinp, 

X = Z + tQO^d 

其中0和 f 在区域 

n = { ( d ^( p ) o ^ 0 ^ 7 rt 0 ^ ^ 27： / 

上的变化，则 

dS , = t 2 s \ ndddd ( p . 


因 rfn 有 u ( x ^ y ^ z ^ t ) 


fip ' 


(x + t ^indcoscp, y + /sin^sin^.z 


+ tcoi>0)t^\ndddd(p 


① 


故得 w I ,=。 = 0. 
将①对 / 求导得 


du 

d( 


-p I/(.r + ts\n0cos(p,y + /sin^sin^), 

之 + tcosO) s'\n0ddd(p + (sin0cosp ^ 

n 

+ sini9sin^ ^ + cos^^ j/ sin^d^d^p. 


② 


从而，得 


du 

dt 


j^\f(.r,y,z)s\nOdOdcp 

， o 

— fix^y^z) sin^d^ d(p 


fix ^ y ^ z ) 


因此，初值条件此=。=0及_|^ = f ( j ;. y , z ) 都满足 
将②式改变形式.由 S, 的外法线的方向余弦分別为 
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cosa 




sin^cos^. 


:os/3 


cosy 


sin ^ sin ^ 


cosd ^ 


于是，利用奥氏公式 (2) 化为 


du 

dt 



+ 


/(•r + ts\nOcos(f^y-\- (sivOswKp.z -tco^)i>in 660 d(p 


^JT (㈣ COSa + 驾 cos/? + 髮 cosy )， sin 細 dp 


a ? 


1 (T 

^ \f(jr + ts\ndcos<fny + /sin 沒 sinp ，之 + /cos^)sin^cl^ 

h 

( i C 0 SQ + ^ C 0 ^ + i C0sy ) dSf 


M 


-/(了 + /sinOcosp，} + /sin^sin^.^4- ， co^O)smO(iO(i<p 

4 ^ 1 ( i ^ + 0 + ir ) d ^ 


37 - ar 

其中 v , 是山 s , 所围的球域.再对 / 求导得 

a 2 


dt 


M {% c °^ + f ^^ s /?+|^ cosy ) sin ^ 


▲IW 


4 tt / 


a 






4 丌 & 


m- 


^2 + , 


另一方面由①式可得 
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第八章'多重积分和曲线积分 


d 2 u , Sr u d 2 u 

dP dy 2 卞扣 2 

= 士1(穿 + 穿 ae 


故知函数满足波动方程 


^^ y^inddOdcp 


3 lw , 

r a ? 


d^u 

dz 2 


dt 2 


§17. 场论元素 


1. 梯度 若 w (/ ^ = •这里 P = o* 广 + 7/ + 2^\是 

连续可微分纯 fl 场，则向 M 


gracli 


rlu -•- I 3 u 
^ 1 Sy 


+ 1 ^ 


称之为梯度或简化为 grad ^ = ▽ 〃•这 里: 
V = 7 真 + /; + <#•， 


<lx ' J dy dz 

在点 (h.V，z> 场 m 的梯度方向与通过这个点的等位面 y . z ) 
=的法线方向相同.对于场的每一个点，梯度 

给出函数 w 变化的最大速度 1 grad // | = 


JWW^ 

在某个方向 /{cow 


和方向. 


>^cosy^ 上场 w 的导数 等于: 


Ju 

Tl 


grad;/ • / 


ciu 

—cosa 
< fj ： 


^ cos /?+^ 
cJy 1 dz 


2. 场的散度和场的旋度 若： 

a(r) = Uj(x^y^z) i + a y (x.y*z) j 

是连续可微分向量场，则纯量 


a z ( x . y , z ) 


div a 


Ha t 一 • — r ) a z 
fix ()y dz 9 




称之为这个场的散度或发散度. 
向 M 


rot 


V X a 


a a a 

3x c)y ciz 


称为场的旋度. 

3. 通过曲面的流量 

称以下 积分： 


若向 SJ ( 0在域 n 内产生向量场，则 


丨 |“ w dS = 丨 | ( a x cosa + a y cos/3 + a . cosy)cIS , 
s s 

为通过位于域 n 内的已知曲面 s 的流量，已知曲面是指表不法线 
单位向量 5(cosa，cos/^cosy ) 的那一面. 其中〜 =为向 M 的正 
常投影.在向 W 的论述中奥斯特罗格拉茨基公式采用以下形式 



a n dS = divJdrd ： yck •这里 S 是围成体积 V 的曲面，《为曲面 


S 外法线的单位向 S . 

4. 向量的环流数 


Jr 


a , dr + u y dy + u z ck ， 


称为向量以？），沿着某个曲线 C 取得的线积分(场作的功). 
若周线 r 封闭，则线积分称为向沿着周线 r 的环流. 

在向 M 形式上斯托克斯公式具有以下形式：£ i / 广= 
[(rot J ), dS , 其中 c 为围成曲面 s 的封闭周线，而且曲面 s 的法 

s 

线 J 方向应该这样选择•对于站在曲面 S 上的观察者来说•面向法 
线方向，周线 C 逆时针方向旋转(对于右侧坐标系). 

5. 势场作为某个纯量〃的梯度的向量场 JG ) 
gradw = a . 

称为势场，而数值 W 被称为场的势. 


400 



. 场论元素 


第八章多重积分和曲线积分 


若势 U 是单值函数 ，则: 


% 

a 

J . \B 


u(B) — u(A). 


特別是在这种情况下，向量 ^ 的环流等于零. 

条件 rot J = 0, 是在单连通域内给出的场势 J 的充要的条件， 
亦即这样的场应该是无旋场. 

[4401] 求场《 = x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 +^+3 j *-2^-6^ 在下 
列各点的梯度数值和方向： （1) 0(0,0,0)； (2) A ( KKl )； (3) 
B ( 2 , 0 ， l ) .在哪个点处场的梯度等于零？ 

= (2 .r + y + 3) / r -h (4 y - h ^ — 2 )j + (62 — 6 ) A . 

( 1 ) 在 0 点有 

gradw ( O ) = 3, — 2/ — 6 石，丨 gradw ( O ) 丨 = 7， 


方向 


cosa 


cos /? 


cosy 


(2) gradw ( A ) = 6 / + 3/. gradw ( A ) | = 3>/5. 


方向 


cosa 


W 


cos /?= 


7T 


cosy 


(3) gradw ( B ) = 7/. • gradw ( B ) 1=7, 
方向 cosa = 1 • cos /3 = 0 • cosy = 0 • 


要使 gradw = 0 必须 

2 x + y — 3 = 0. o " + 4)，一3 = 0,6 z — 6 = 0. 

解之得 i =— 2 、 v = Uz = K 

即在点(一 2.1， l ) grad « = 0. 

14401 . 11 令 w = jr^y — z 2 , 求 grade / 在 M (— 9,12, 10) 点的 
数值和方向. * 

导数#在坐标角 xQy 的等分线方向上等于多少？ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


解 grad W = gr +^/ + ^ 

= yT -\-xJ ^ 2 zK , 

所以 gradw(M) = 12/ —9/ — 20 石， 

I gradw(M) | = v/12 2 + (- 9) 2 + (- 20) 2 


方向 


= 7625 = 25, 


cosa = 


12 0 
25 


— 9 

百， cosy= — 



【4402】在空间 Qryz 的哪些点，场 
u = x A + + e 3 一 3 xyz, 

的梯度 （1) 垂直于 Or 轴； （2) 平行于 0 轴； （3) 等于零. 

解 gradw 

= 3(x 2 — yz) I -3(y 2 —— 0 * 2 ) / + 3 ( 2 2 —— sy)^. 

( 1 ) grade / 丄 （Jk 当且仅当 gradw • ? = 0,即 3( z 2 — .ry ) = 0. 

闪此在满足/ =巧的点上，其梯度垂直于 （ fc 轴. 

(2) © grad ^ 平行 Or 轴•只要 

3 (x 2 -yz) = 0,3 (y — k ) = 0， 

解之得 了 = y = 0 或 了 = y = 2： •即当 x = ：y = 0 或 1 =)，=；;: 时 
其梯度平行于 Or 轴. 

(3) 要 gradw = 0 必须 

3(x 2 — yz) = 0,3( 夕 2 — xz) = 0, 

3 (z 2 —xy) = Q. 


解之得 了 = y = 2 ：. 即当 1 y c 时 gradw = 0. 
【 4403 】设数 ft 场 •• 



其中 r= V(x-a) 2 + (y-b) 2 -h(z-c) 2 , 
在空间 Qryz 的哪些点有等式 gradw I = 1? 


解 


du 

dr 


x 


a 


du 

dy 


y — b 

厂 2 
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•场论元素 第八章多重积分和曲线积分 


du 

dz 



gradw 


(I) 


0+( 農) 


dz 


= ^^[ U - a ) 2 + ( y -6) 2 + ( z - c *) 2 ] = 

当 & 仅当 r = 1 时 ， I gradw | = 1. 即在以 ( a ，/)， r ) 为中心 ,1 为半径 
的球面上，有等式 I gradw |=1. 

【4404】作 数量场 

u = vAr 2 +： y 2 + (之 + 8) 2 + v / x 2 + y + ( z -8) 2 , 

的等位面.求通过点 M (9,12. 28) 的等位面.在域』^ + r + ^ < 
36内 maxw 等于多少？ 

解等位面的方程为 

s! X' + y + (z + 8) f 1 sjr- +y + (z — 8) 2 = u 

: (常 数）, 


显然 V(z + 8) 2 + V ( z - 8 ) : 

> + 8— ( 之 _8) 2 = 16 ， 

T 是当时•有 

u — y / x 2 + y 2 + (.z — 8 % ) - = sfx 1 + y 2 I (c + 8)_ , 
平方并化简得 


V —32z = 2w y/x 2 +y + (z-S) 2 . 

再平方得 

j - +y + (z ： — 8) 2 ]= u ] — 64w : ^4- 1024s’ • 

即等位面为 



这是一个绕 (> 轴旋转的旋转椭球面，图略. 

当 a * = 9、 y = 12 ,r = 28时 “ = 64. 因此，过点(9, 12,28) 的 
等位面为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


±x 


960 


1024 



在域 :r 2 + y + Z 2 < 36内，由于 

u = \/ j * 2 + jy 2 + 2： 2 + 1 6z + 64 
+ y / x z + y 1 + z 2 _ 16z + 64 
< %/100 + 16 z + 7100-162 (10<z< 16)， 

故函数 f ( z ) = 7100 + 16^+ yi00-16z. 

在 [0,6] 上的最大值即为 M 的最大值，但 

參 

_/ (Z) = 8( ^ 100+162 yioo-162^ 0, 

故 f(Z) 在 [0,6] 上严格减少，从而 

max J \ z ) = /(0) = 20， 

0«6 

因此 max u = 20. 

^ 2 4v 2 +j 2 <36 


【4405】 求场 u 


X 


x 2 + y 2 + z 2 

处梯度之间的夹角 p 

解 du V 2 + z 2 


在点 （1，2,3) 和 B(—3,l，0) 


= 

(p+y 十 z 2 ) 2 . 

多 = 

: _ _ 

dy 

U 2 + y 2 + z 2 ) 2 

du _ 

2 xz 

-:-:-1~ r 


dz (， 
在 A.B 点梯度分别为 


grad“（A) 


点 ( 7 


— 4/ — 4 羌）， 


所以 


gradw(B) = ^( — i t +3 j ), 

rn ^ r = _ 7 • (-4) + (-4) • 3_ 

CO % — v/7 2 + (-4) 2 + (—4) 2 • 7(-4) 2 +3 2 

= -40 = _1 
— 9 X 5 "" ~9' 




. 场论元素 


第八章多重积分和曲线积分 


【4406】假定给出纯量场“ = / 作出场的等位 

vx z + y + 〆 

面和场梯度的等模面.求在域 lO <2 内的 infw ， supw，inf I gradw 丨， 
sup I gradw |. 

解场的等位面是 


x 2 + y 2 - 

0时，得 


(卜 |<1). 


去原点. 

当^关0时等位面方程可化为 


0,这是 jQy 平面但需除 


. 2 + y 


\- U 2 


当 0 <U 1<1 时，等位面是一个以原点为顶点 Or 轴为旋转 
轴的圆锥但要去掉原点0(0,0,0). • 

当 w =± 1时，等位面是 Cb 轴，但要去掉原点. 


du ― xz 

石 u 2 +y +#’ 

= _^_ 

d y (x 2 -\- y 2 +z 2 y 

du = x 2 + y 2 

( x 2 +y + z 2 )^ 


< x 2 + y +^ 2 > 


故 I gradw I 

等模面的方程为 


工 2 +/+〆 ， 


x 2 +y+ z 2 _(• 

当 r = 0 时，等模面是 (> 轴但要去掉原点. 
当 r >0 时，等模面为 


(j 2 + y + z 2 ) 


• 2 + y (t 2 + y — 之 2 # o) ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


这是平面上中心在(士， 0) 且与 (> 轴相切的圆/+/ = +， 

绕 Or 轴旋转所得的环面并去掉原点. 

当1 < z <2 时，显然有0<“< 1;且 
当 了 = j = 0时 ， w = 1;而当 ：r 2 + y — + co 时， w 0，故 

inf w = 0， sup w = 1 ， 

!<r<2 !<c<2 

又 ! gradw ! > 0 ， 

且当 i y = 0 时， 

I gradw 1 = 0， 

故 inf j gradw | = 0. 

Kr<2 

最后求 sup gradw • 



+y ="， 则 


I 8 radw I = 

由不等式 2 I oA |< a 2 +6 2 有 

! grad “ 1 = = Y Z (1<2<2K 


从而知 sup I gradw | = 

\<x<2 L 

【4407】在点 M (> (* r 。 ， > ， z 。） 求两个无限接近的等位面 w (. r ， 
y ^ z ) = c 和 “(: r ，“， z ) = r + Ac •之间的距离，精确到高阶无穷小. 
式中 u ( xo ， y Q , z 0 ) = c ( gradu ( x 0 ^ yo ^ Zo ) 0). 

解过点 M () ( a ,>， a ) 作等位面 W ( I ， ： y ， z ) = r 的垂线，交 
等位面 uix . y . z ) = c + A ' 于点 Mi (々 ，3 M ) ，则显然两等位面 
u(,x x y { z) = c 和“( 1 ，> 2 ：) = w+A 之间的距离 c / ^ I M 0 M ,~ T . 

由丁•梯度垂直丁•等位面.因此 gradwGo ，，^) 的方向与 

的方向或者一致或者相反.且 

m(j*o ， yo ， zq) = c^uixi ^y x ,21) = r+ A * ， 

所以 A ' = u (, x \ OM ) — w ( x 0 ，: y 。， z 0 ) 
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17. 场论元素第八章多重积分和曲线积分 




du 

a ? 


(jB o-> f o- r o ) 


( X \ — l n ) + 


du 

dy 


(wV 


(: y 


+ (Z] — 2*0 ) 

=[ grad “( j 0 ，> ， 2 ： 0 )]* M 0 A ^ 

=± I gradw(xo^o^o) I • i HM ， 
=土 I gradw ( a - of ^ o ^ o ) I • d ， 


因此 


d ^ 


_ A - _ 

graclwb 。， j 0 ，之 0 ) • 


【4408】 证明 公式： 

(1) grad(w + c ) = grad“(r 为常数）; 

(2) gradcw = cgradw (c 为常数 ）； 

(3) grad(r + z ;) = gradw + grach ;; 

(4) grading = v^radu + wgradv ； 

(5) gracKw ) = 2 wgradw ； 

(6) grad / ( w ) = / ( w ) gradw . 

证 （1) 因为 


9(u + c) 一 
Sr 一 

3(^ + c ) — 
dz 

故得 grad(w + c ) 
(2) 因为 


du d(u + r) 

石’一 


dy 


dy 


du 

dz 


gradw . 


d(cu ) 
da 

故 gracing 
(3) 因为 


d(cu ) 
C dx ' dy 

rgradw . 


du d(cu ) 


du 

dz 


3( u + v) 


du 

dr 


dv d(u -\~v) 
dx * dy 


du dv 

■ ■ ■■■ ■■ 寸 ■ __ _ 

dy dy 


yo) 


diu^rv) _ du du 
~~""" _ 9z ~9z' 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） _ 

^JflU grad( w -hv)= gradw + gradi^ 

(4) grad^ = a^) r+ a^l / + a^)|- 



=igradw + wgrad 认 


(5) 在 (4) 中令 w = r 得 

gradw J = Mgradw + wgradw = 2wgradw. 


(6) grad/(w)= 


9£(M)r 

ar 


df (M ) 广丄 df(u)r 
dy dz 


=/ (u)gradu. 

【4409】计算 ： （1) gradr ； (2) gradr 2 ； (3) grad +， 其 


中 


/ x 2 + y + z 2 . 


解 




z 


所以 


X 


gradw = — 



其中 - = x r + yJ + z ^. 

(2) gradr 2 = 2 厂 gradr = 2r •— 



(3) grad 




radr 



【4410】求 grad /( r )， 其中 r = xAr 2 + y + d . 
解 由 4408 题 (6) 及4409题 （1) 有 
408 — 




•场论元素 I 第八章多重积分和曲线积分 


grad /( r ) = 7 ( r)gradr 


fir )- 


【 4411 】求 grad (?* 7 )，其中 7 为固定向量，/ : 为从坐标原点 
的向量. 

解设 

c — C\1 + c 2 / + r 3 石，厂 = xi yj + zk , 


= cix + c 2 y + c 3 z 


从而 


dx 

d /— — 、 

石 (…) 




则 

所以 


grad(? -^)=^7 + c 2 j + r 3 ^ = c. 

【 4412 】 求 grad{| I 2 }， 其中？为固定 向量 . 

解设7 + c 2 j + r 3 i ?， 

：c X r i 2 = (c 2 z — Ciy) 2 + U^x — C\z) 2 + (ci^ —qj*) 

grad{ I ?X ； I 2 } 

=[2f 3 (c 3 j* — c\z) — 2c 2 (c\y — c 2 x)^\i 
+ [— 2c 3 (c 2 z — c 3 y) + 2c } (ciy — c 2 x)^\J 
+ [IczUoz — c z y) — 2c\ (r 3 x — C\z)J^ 

= 2[x(n + cl + cl) — c\ (cp + f 2< y+ c* 3 ir)] , 

+ 2\_yU\ +d +d) — c 2 (.c x x + c 2 y + c^z)~\] 

+ 2 [z(fi + c? + d) — c 2 (cix + c 2 y + r 3 ^) 

= 2(? • c)r — 2(? • r)c. 

【 4413 】证明 公式： grad/(w ， t;) = ^gradw + |^gradx;. 


grad /( w ， i ;) 

df(u^v) 


dx 


( UnV ) 

dy 


(u 9 v) 

dz 


(if 




dl ^ L ] 

dv dx I 


( df . du^dl 

\ du dy dv 


dv \ 
dy / 
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【4414】证明 公式： vVt / i ;) = + 其中 


„ .3 , • r7 . (1 

^ = l ^ +J ^ k ^ 


V 


vv 


b + h^fz- 


证 


a 2 “ 、 一 .a」v | du, 0 du dv 


$ (uu) - 
砉 ㈤ = 

三式相加得 

\J 1 iuu) = u 


“f^ + pf^+2 笋 • 爭， 

办 a ， dy dy 

d : v 』 d 2 u n du dv 
wr-r+^r-2+2 — •—, 
az m dz c az dz 


(B 


Sru 


d 2 v\ , (8^v 


3y s dz 


) +v ( 


(du . ^ 

v dx dx dy dy 


a ? 

_du 

dz 


dy 2 

■) 


alw \ 

dz 2 ) 


= uV : v-hvV'i/ + 2Vu • Vv. 

【4415】 证明： 若函数 “ = W Cr ，： y ， 2 ) 在凸域 f 2 内可微分且 
I grad ^ ，其中 M 为常数，则在域 n 内对于任意点 有： 

1 u(A)-u(B) |<A^(A ， B )， 

其中 〆 A ， B > 表 A ， B 点之间的距离 • 

证由于 n 是凸形域•故线段 M 完全属于 fl •设 A . B 两点 
的坐标分别为 (A ^yo^zo ) .(X) + 丄 r，> - Ay * z 0 + Az), 由多变量 

函数的拉格朗日定理得 _ 

u(B)-u(A) 

= u(x 0 + ^r,y 0 + A‘v ， 2：o + Az) — u(x 0 -yo ^z 0 ) 


吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


\-/ 

^ac 


v^/ 

alac 

a /如 
+ 

cfe /石 


(i 
a/'al 


a /石 




awl 办 a /如 


d w 


a / aw ( i . 




从而 


du = du • 
dx dr 


du _ du 
dy dr 

因此，在柱面坐标 f 


du 


du 

dr 


siny : + 


, (du du sirup 

grad W = 

+ (1^+1.，)/+， 

(2) 在球面坐标中 

.r = r co^<f sirup, y = rsmcpsirup ^ z = rcos^« 

从而 r = v / x 2 + y + z 2 , tan f 
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l 7 •场论元素 I 第八章：多重积分和曲线积分 

= Ar • ^-u(x 0 + 6\z '. + dAy . 2 0 + <9Az) 
ox 

+ △: y • ( x 0 + ffAr^yo +0 Ajy ， z o + 汐 Az ) • 

+ Az • ^i/(x 0 + d\i'ny 0 + dAy * z 0 + OAz) 

= gradw ( C ) • ， 

其中 O <0<1， C 为点 

C ( x 0 + dAx , y 0 + dAy ^ z 0 +6 Az ) 6 AB ， 

故 u ( B ) — u ( A ) I = I gradw ( C ) • | 

^ I gradw ( C ) | • ! AB ] 

[4415. 1] 对于函数 w = u ( j ：, y , z ) 给出 gradw ： (1) 在柱面 
坐 标中； （2) 在球面坐标中. 

解 （1) 在柱面坐标中 

x = rcos ^^ = rsiny ，之=之， 

即 r = V x 2 + y 2 ^ tan ^ = ， 





+ + 

arlararl 办 





吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




tan 0 


du _ du ^ dr ' du 、 dcp du t dip 
ds dr dx dcp dx dip 3-r 


% # 7 + ^ # 


+ 奐 


90 ( p+y + z 2 ) A 2 + y 


， • cos ^ s —— 笋 + 

or d(p cos0 dtp r 


同样 


du — du 

— = — • 


dy dr 


sin^sin0+ — 


du cosy 


dtp rsin0 


du 

dip 



dz dr dip 


smijj 

擎 

r 


因此•在球面坐标下 


gradw 


du 


dr 


cos^sin^ — ， • + 害 co^cos^^ 

dc rsinc/» Oib r i 


+ (_sin^«in0 


d(f rsin0 dip r 
du cosy ^ 3w sinycas / ； 


d(p rsin0 dip 


(| co ¥ _0^ K . 


【4416】求场 w = '^2 + ^- + 


在已知点沿这个 


点的向径； : 方向的导数 . 在什么情况下，这个导数等于梯度值 ? 
解设向径 ^ 的方向余弦为 cosa ， cos/3 ， cosy ， 则 


cosa 


cos/? 


cosy 


dr 


du 

d^r 


cosa + 蒙 • cos/3 + 窘 cosy 


_ lx 




2 u 


grad. |=2 V ^^|： + ^ 
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17. 场论元素第八章多重积分和曲线积分 


当且仅当专 + 


时 


^ =1 gradw : ， 


由此即得 (♦ + 赛+专）=(1 2 +/+2 2 )(&+裘+$)，① 
由恒等式 (T • ^ ^ • ^2 + • 4 ) 


-( x ^-^ y ) 2 - i ya ?-^ mz ) 2 

- 卜含含 .I) 2 , 

=/; = r 时①式才成立，即这时方向导数等于梯度的 


知只有当 U 
大小. 


[4417 ] 求场 14 


(其中 


yx 2 + y + z 2 > 沿着 


/ { cosa . cos ^ cosy } 方向的导数.在什么情况下这个导数等于零? 


解 


du 

3 .r 


=- 


£ du __ ^ du 

一 — ―， 石 






所以 


du du I du n , du 

^ = ^ C 0 Sa + ^ C 0 ^ + aI C0sy 


-4 ( 爹 cosa + cos /3 4 - cosy 


7 


cos ( / ， 


要急 


0,只要 cos ( /，？）= 0,即 / 丄 


【4418】求场 u = u ( x , y , z ) 在场^ = v ( x , y ^ z ) 的梯度方向 

Jl 的导数.在什么情况下这个导数将等于零？ 

一 gradi ; 


解 


gradr ， / 0 


gradi ; ! % 
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(x 2 +y+z 2 )(x 2 +y 2 )^ 




2 +y 


= - [( x 2 + y 2 yz ) t 

(^ 2 +y+z 2 > vv+/ 

— ( x 2 +y + xz)J (,x — y ) zK ^\. 

【4420】确定向量场 a = x i — yj +2 zK 的力线 • 

解力线是这样的一条曲线 C ， 在（:上每点的切线与向量场 
在该点的方向重合.因此 d 7 // i 即力线的微分方程为 
— 414 — 







=^ : 

_ dz 


Cl.r 



其中 

a = 

: Ur 7 + 

a y JaS, 

亦即 

dz' 

X 

—办一 

y 

dz 

' Yz 

解之得 

y = 

C\X,Z 

= C 2 x 2 . 


【4421】用直接计算证明，向量 S 散度与直角坐标系的选择 
无关 • 

证设有两直角坐标系 00^( 坐标轴方向的单位向 M 为7, 
/， 石）及 Or V〆 （坐标轴方向的单位向量为7'，， 


I 十 “ ./ 十 “JT = a , i ' +“’、.々•’• 


我们要证 


^ r , 
石 + 


du v , du z 

dy 


du f r 

aT 


du\. ， du\ 
dy f dz f • 


〆 =cosqi i 4 - cos/?i 7 + cos/i J 
^ j = COSG2 l + CO 啦 J + COS/2^. 

k r = C0SG3 l + COS/?3 / + COS/3 ^ 

又设 r 0 = (if = af + bf + c/^. 
r = = O’ 卢， 

于是，空间中一点 P 在两个坐标系中的坐标 (. rj <) 与 （.〆 
/) 之间关系为 

X’ = ; • V = (r-rj) • V 

= (x — “） cosai + (：y — b )cos/3i + (2 — c*)cos/i . 

y =r . j r = G-r7 ) )T 

=(j — a) cosa 2 + (y — b)cos^> + (z 一 c) cosy” 

= r = Cr-r7 t ) r 

=(.r — a)cosa 3 + (y — b)cos^ 4 - (z — r)cosy 3 , 
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又 a = a s i 7 -\~ a y j ' +a,T 

=a A cosaiT + cos/3j J + cos/i i?) 

+ a y 7 (cosa 2 7 + co 啦 J 十 cosy 2 ^) 
+ a:’ （ cosa 3 1 + co 啦 j + cosy 3 石） 


由此可知 


于是 


a r = “_/cosai +“/cosa2 +a/cosa 3 ， 
a y = a/cos^i +a v 'cos/? 2 +a/cos/3 3 ， 
a z = a/cosy i +a/cosy 2 +a r ’cosy 3 ， 

= + 十生 4 立’ 

dJ ： dx dy dx dz 


ar 


3 ‘r 


耖 ( 




cosai + ^-^cosa 2 + ； r^cosa cosai 


cosai 


cosai 


da [ 


OX 3 


COSO:> + 急 cosa.i j cosaj 
cosa 2 + 吾 cosa^) cosa ；i . 


同样，可得 


■f = 略 +|^co.sA+|v cos/33 )cos^ 


(|^ rCO ^+|^ CO ^ 







ar 

dz 





COS/i 


cosy ! 


I^c 

杰’ 

a 7 


•CO 译 +^TCO^) co^. 

, da/ \ 
cosy 2 +^rcosy 3 J cos/i 


cosy 2 



cosy :i cos/? 



cos/i 4 - casy 2 + cosy 3 ) cosy 3 


将上面三式相加得 


^ Ll 

dx 


d 2 v 

dy 


aa , 

dz 


^_l 

dx' 
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n . 场论元 * 第八章多重积 分和曲 线积分 


+ (/ 7 • 尸 + (〆•/) ¥ + (/•/)¥ 

+ (,.,)_ + a 7 音 + g 7 . k 7 ) ^4 

+ W )|^ + W )|^ ， 

_ ai ' du ' du / 

- aZ + a ^ + a 7 •- 

【4422】 证明： diw ：( M ) = ，; dS , 其中 S 为围绕 

d ( S >—0 s 

M 点并围成体积 V 的封闭曲面. 5为曲面 S 的外 法线 ; d ( S ) 为曲 
面 S 的直径. 

证设 

n = cosa, + cos 戸 / + cosy 々 ’ 
a = a s T + a y J + a z k. 


则 a • n = UjCOSo + a y cos ^ + a T cosy . 

利用奥氏公式及积分中值定理可得 

• TldS = I (a r cosa + a v cos/3 + a z cosy)dS 





I (divJkLrdycb 
• ^ 


diva (Mj) • V 


其中是 V 中的一点，即 


divJ(Mj) 


V 


ndS. 


s 


令 d ( S )—0, 则从 — 因此 

divJ(M) = lim clivJCMj) = lim 

J(S)—0 d(S)^ 


?i dS. 




[4422. 1] 求场 J 


一 is — i v 丄％ 




在点 M (3,4,5) 的散 
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div [( 


r/U f : 

cl y 




dz 


勞) /+( 


V 


dx c)y 


紗] 


— JL ( c J]£l _ 如 ，、 \_ / ^IL'j — ^ZV : \ , d_ / cllCy _ (1 zL\ t \ 

r)x ' f^y <^z ^ ()y ' clz 3x f c)z ^ Oy / 

= 0 . 

【4424】 证明 : (1) div(a + 5) = diva + divS ； (2) div( uc)= 
rdradwC (- 为固定向量 w 为纯量 ）（3) d ' wiiai ) = wdivj + Jgrad ", 



度 • 通过无穷小球面 (i — 3) 2 + (：y — 4) 2 + Q — 5 ) 
的流量 H 近似地等于多少？ 


2 的向量 J 


证 

du r ■ 
3 .r 

_ ~ 2 x 2 - v 2 
(: 2 +/) 音 ’ 



色 = 

x 2 da, 

— - - - : 

1 


dy 

(x 2 +y 2 )^ dz 

v/P + / 

所以 

diva = 

_ du x * du y - du z 
dx dy dz 

= 0 ， 

故 

diva(M) = 0 , 


因此流 M 




n 


divJcLzdvdc 


【4423】求 



证⑴设 
418 — 



. 场论元素 I 第八章多重积分和曲 . 


d\v(a + 6) 


ji + a、j + a:k，b = b r T b y j + bS 9 
、：、 d(a x + b x ) , 3(a v +6 v ) , 3(“ ： +6:) 

+ 6) = ― a ；^~ + ― & ~~ 


(t 


dy 


dz 


卞 (㈣ 


dz 


=diva + div /入 

(2) 设 ？ = CrZ’ + c,/ + c z Jz. 


■xU 


从而 


div( 


+ CyuJ + c : u^. 
d(Cju) , d(c v u) 

Cr ^+ C y ^+ C , 

ox dy 


(3) div( 


d(m x ) 

Bx 


3( ua v ) 

dy 


d(c z u) 
dz 

^ = C 
dz 

卜 d(ua : ) 
dz 


grad;/. 




dz 


= “命 t +訖） 

=udiva +a • gradw. 
【 4425 】求 div(gradw). 


卜 ㈣ ) 


解 div(gradw) 


£( B ) + i ；( d ^) + i ( B ) 


ar ' 

d 2 u 

ar 2 


d^u 一 dru 

dp ~^ d ? 


Aw. 


【 4426 】求 div[grad/(r )]， 其中 
情况下 div[grad/(r)] = 0? 

解由 4410 题的结果知 


i 2 +y+ #. 在什么 
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grad/(r) = / ( 厂） 


div[grad/(r)] 

[七'叫叫 + i [ 


9 jt 

3/"(r) 


2： 


，（ r) 


十 /’ ⑺[，十佘十 g ] 


= ^~-+ f ( r ). 

当^ 2 +， (r) = 0 时， 

div[grad/(r)] = 0. 

令 j \ r) = M ，则 


2w , dw 


dr 


0 , 


即 


dw 

u 


2dr 


积分得 lnw = In 


即 


/( r )=^ 


故得 f^r) =— y +r 2 » 

其中， 0 ， Q 为常数，故当 

f(r) =— y +r 2 ， div[grad/(r)] = 0. 

[4427] 计算 ：（ 1) div ；； (2) div—. 

r 

解 （ l ) 由于 

r = xT + yj + , 
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7. 场论元素 


第八章〖多重积分和曲线积分 


【 4428 】计算 div[/(r)c] ， 其中？为固定向量 • 

解 由 4426 题及 4410 题的结果有 

div[/(r)c : ] = c • grad/(r) = c* • /(r) y 

f\r)r 一、 

= 1 - (r • r). 

r 

【 4429 】求 div[/(r) ； ]. 在什么情况下这个向 M 的散度等 
于零？ 

解利用 4424 及 4410 题的结果得 

div[/(r)；] = /(r)div ；+； • grad/(r) 

= 3/(r) + ； • 

r 

= 3/(r)+r/(r), 

当 3/(r)+r/’ （ r) = 0 时， div[/(r)7] = 0. 


由 3/(r)+r/(r) = 0 ,得 


/( 厂 ) 

/⑺ 


，积分得 


In/(r) 


U • 为常数）， 


故当 /(r) = ^ 时， divC/Q^] = 0. 

【 4430 】求 (1) div(wgradw)?(2) divCwgradv). 

解 （ 1 ) 由 4424 题及 4425 题的结果有 

div(wgradw) = wdiv(gradw) + gradw • gradw 

= u f|^^0 + 0K lgracl 


f)+' gradw L • 
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(2) divCwgradi;) = wdiv(gradi;) -f-gradw • grad- 


(|^ + gradw • gradu 


【4431】某物体围绕 Or 轴以间定的角速度 0 逆时针方向旋 
转.求在给定时刻速度向鬚^和加速度向量 tl •在空间的点 
的散度. 

解如果将角速度用一个向量5来表示则 
oi = = OT + 0/ + cu / z . 

设7表示由原点到 MCr ，： y ， 2 ) 的向径，则 
r = xi -\- yj + zk , 

由 C =忑 X 故 


0 0 


y 


coyi +cai \； ， 


因而 ^ 
又加速度 




( Oy^Vy 






0 


f 


p 


dr •• 

~ di J 


一⑴ 4/ 


dwv = ^；(— Ct ^) + 義 (OiT ) 


0, 


divu 1 


o/jt) + 暴 (-ar\y) =— 2aj\ 


dx 


【4432】求解由引力中心的有限系统形成的力场的分散度 
解引力 

kr 


F 


7 


(々为 常数）， 


所以 


“啵⑸ g ⑼ 


k l (7 


dy 
3 x 2 


)+(户 学 )+( 户钓] 
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. 场论元素 


第八章多重积分和曲线积分 




【4433】求在极坐标 r 和 p 中平面向量 J = a ( r . cp ) 的散度的 
表达 式. 

证对平面向 M 有 



其中 s 为封闭曲线厂所围的平面域，取厂为正向圆扇形的周界 
ABC’D 如4433题图所示，则 



4433题图 

S = y [( r + Ar) 2 Ayj —(r + 士 Ar ) Ar △沪， 

设 a = a r ( r ,( p ) er -{- a ^( r ^( p ) e ( p , 

其中 A 和匕分别是 r 方向和^方向的单位向量，这里 假定〜 ( r ， 
0，〜都貝.有连续的偏导数.向通过 BC 和 DA 的流 M 为 

•9 、 r 

a r (r + Ar f y:)(r + ^ r ) d < p _ a r ( r ^( p ) rd(p 

= [a r (r + Ar,(p)(r ^ Ar) — a r (r^(p)r^d(p 

9 

=[ a r (r + Ar^i )(r + Ar) — a r ( r ， cp \ )r]A^ 

=[ rn r (r,cc)] ml ArAcc/ 
or 

上面分別用到积分中值定理，与微分中值定理其中 M '( r " 恥）为 
厂内的 一点， BP 

(p^,(p\ < f 十 Af，r < n < r + A 厂， 

同样利用积分中值定理与微分中值定理可得向量流过曲线和 
CD 的流量为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


•叶 Ar 


a 9 { r ^ cp ) dr + + A^)dr 


•广上 


a 9 (r^(p + j^(p) 一 ( 厂， p)」dj 

[〜（广 2 + ^( p ) _ a r ( r 2 ( p ) ] Ar 


( r ， 


0 」 


LO(p - • 」 I M2 

其中 M 2 ( n , 灼） 为厂内的一点 . 
将所得结果代入①得 

1 


diva = lim 


^ 卜 + + Ar ) Ar 却 


< ^[m r (r,^) ]M| 


+ ^a f (r ， p) M 2 Ar 


= -7{ i [ n 2 r ( n < p )]+ ^ (r ^ ) j 

= l「g ( 阳 ■ 「 ) . ^,1 

rl dr d<p J* 

【4434】若 *r = /( wt^fitO ,y = ff ( u , v , w ) ,z = h ( u . v , w ) , 
在正交曲线坐标中表示出 divci ( Jv y ^). 作为特殊情况，在柱坐标 
和球坐标中得出 diva 的表达式. 



4434题图 

提示:研究通过无限小的由曲面 w = const，v = const = 
const 围成的平行六面体的向量 cJ 流量. 
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• 场论元素 | 第八章多重积分和曲线积分 


常数 


证考虑向量 a 通过由曲面 w =常数^ =常数，^ = 
所围的小立体 v 的表面 s 的流量. 

设 A，U 3 分别表示《曲线， t； 曲线，^曲线上的单位向量 


则3可表示为 


a 


a u e , + a v e 2 + a^e 3 » 


设分别表示《曲线，^曲线和 tr 曲线. 

在 W 曲线上 w =常数， it， =常数，只有 W 在变化 
因此，它的参数方程为 

= f(u,v^w) = g(u 9 v 9 zu) = h(u ， v ， w) 


•/ 


其中 i ; 和定.由此可得 M 4 的方向数为|^，|^孕. 

ou dg OU 

同理, MB 的方向数为， 磬孕， 

dv dv dv 

MT 的方向数为，竽， 磬. 

aw aw ait 9 

据假设为直交曲线坐标系，故有 


:•赶+銮•改+丞•迷 = 0, 
du dv du dv du dv 



d £ . dL^dK . ds_^dh .dh 
du 3u ， du dxv du dw 

dv du' dv dw dv — 
d.v 2 = dr 2 + dy 2 + dz 2 


0 


0 



+ ( f^dw + l^cb + ^ du ，) 

\du av avo / 




\du 


dv 


2 

dtc'j . 


利用直交条件可得 


&=[( i ) 2 +( l ) 2 + t ) 


du 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


其中 


+[(0+(|) 2 +(農)> 
+[(0+( 盖) 2 +(£) 2 +]& 

= ~L- dir 4- M 2 dv 2 4 - N 2 diir ] , 






V (鏊) +( 砉 )+( 訖厂 


若以 cls { , ds 2 . ds 3 分別表示 w 曲线曲线和 U ， 曲线上的弧微数分 
元素，则 == H •即 d.q = Ldu . 

同理 


ds 2 = Mdv “/ s 3 = i \ dzc 9 
故由 u 曲线和 tf 曲线所组成的曲积元素为 
dS \ = d.v 2 cl53 = MVdi/dxt.， 
ill ^ Ittl 线和 u ， Ittl 线所组成的面积元索为 
dS 2 = ds\dsi = LiVde/dxts 
iM u [ ltl 线和 p 曲线所组成的面积元素为 



dS 3 

= ds\ds 2 = IMdudv^ 

又由坐标曲线所组成的立体的体积元素为 


dz; = 

= 如如如 =/JVf.Vdwd^dus 

故 

v = 

C firrAi^ 

: LMNdudvdw 

J U J V J TT 


= 

=( i-M.V ) 1 p AwA^Aus 


其中鬥为立体内的一点， J 流过两张 W 坐标面的流量为 

(a u MN ) ( m + Aw fV^zc) d^dtc 

r r u 4 Ju ， 

J I (a u M.\) ( u.v^uOdvdu' 
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•场论元素第八章多重积分和曲线积分 


f r w — Air 

=I J 蓋 (a u MN)^ t △wdzxht ， 

= 蓋 ( aJW.V) Po AuAvAw, 

其中 ， 2 ， h 都是立体内的点. 

同理，流过两张 i ； 坐标面和两张 if 坐标面的流量分别为 


a 

dv 


(aJ..\)P 3 Aw A*^ Ait*, — (a U LM )P 4 Aw Ait* • 


其中 P 3 - P 4 都是立体内的点. 


因此 di 


lim — \\a • ndS 

秦 o I# 

[ l ( “ 弟 (以 


^-(u u LM)P 


ih [ t a ^ )+ ^ LN )+ t - JM) 


特别地在柱面坐标下，有 


从而 


rcosy = rsirup^z = 

JWUWUW ) 


M = v (_) +(_) +(_) 


M ) 2 +( 髮 


(17 


所以 


“ = +[ 1 ( %>+_+ 广 |^] 


在球面坐标下，有 

x = ^ocos^sin^^ 



所以 




9 P 


d p 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 




[4435] 


) + ip {a ^ + 昜 (—…) 


d 


泣 〆)+ 


da ^ 


psuup dcp psinip dip 


芒 (“ 卜 sin 0 ). 


证明 ：(1) rot ( J + / J ) = rotJ + rotA ; (2) rot (ua ) 


wrotJ + grad (uX u). 

证设 

a = a x T + a J + a z ^ ^ = b a T + b y f + b z ^. 

则有 


(1) rotCcT + T ))= — 

dx 

+ b r 


d 

dy 


U V + I),, 


d _ 

dz 


a : + b z 





=rot J 4 - rot/5. 

(2) {rot( ua)) x = rot x {ua ) = ^-(ua z ) — 

oy dz 

= urot r a + gradw X a } T . 

同理可得 rot (ua) = urot a + gradw X ?} v ， 
rot:(w^T) = urot z a + gradw X a } z . 
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7 . 场论元素 第八章多重积分和曲线积分 


因此 roi{ua ) = uroia + gradw X a. 
【 4436 】求：（ 1) rotr ； (2) rot[/(r)r]. 
解 （ 1 ) r = oT + g/ + J ， 


所以 


rotr 


a_ a_ a_ 

dx dy dz 


(2) 由 4435 题 (2) 和 4410 题的结果得 
rot(/(r)r) = /(r)rot / 十 grad/(r) X 

= 0-^^r X r = 5, 


【 4436. 1 】若 3 = 
2) 点上的数值和方向 . 


T + — j 中丄石 • ，求 rot 笈在 M( 1 ， 2.— 
z x y 


解 u = -^-i + —j + —!z , 

z x y 


rota 


a_ a_ a. 

dx dy dz 

^ 


(一7—士 ) r+ ( —彡一 7) 7 +(— 士 K 


rot J (1 ， 2, 一 2) = — j-T — / + 吾石 

4 L 

I rot^d ,2, —2)| = 

4 


方向为 cosa 


= — 


v/Til 


cos/? 


暴 

/nr 


cosy 
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【4437】求 （1) rot ?/( r )；(2) rot [? X /( r ) 为固定向 


—— Cl:h y ) + — (a r /; r — u r b z ) 


差 — a y b J ) 



量 ）. 


解 （ 1) 由 4435 题及 4410 题得 

rot~?/(r)] = /(r)rotr + grad/(r) X c 

= ^l(rX7). 

r 

(2) rot[c X /(r)r] 

=/(r)rot(c X r) ^ grad/(r) X (c X r) 
=/(r)rot(c X r) + ^ ⑺ [/X (r X r)], 


rot(r X r) 


a. 

3 .r 


a _ d _ 

dy dz 

— c x z c x y — 


= 2 ( G 7’ + C y J + d 
乂由恒等式 Jl X X J 3 ) = ( Ji • ^3 )^2 • 


a ? )u 


得 

因此 


r X (c X c )= 
rot (: X f(r)r] 


r)c-( 


= 2A^?+^[(r •；)?-(?• ?)；], 


【 4438 】证明 ： div(J X 5) = J • rot a — a •rot 






【 4440 】 某物体 围绕轴 Gcos^co 咕 , oxsy } 以间定的角速度 
w 旋转.求在给定时刻在空间点 MU . y . z ) 的速度向的旋度. 

解物体绕轴/旋转，它的角速度可以用一个向量 i 来表 
示二的大小等 于⑽而 方向与 7 —致，故 

( I ) = Ci)T = Oj ( COS^r + cos ^/ + cos / F ). 

设点 M 的向径为 Z ，即7 = jT + yf + , 

则 i i X / 

= co [( ^ cos /3 — jycosy ) /，+ (jrcosy — ^ cosa ) / 

+ ( yco^a — xcos /3 )^J 


rot v 


_3 


d_ 

dy 


dz 


co( ccos/?— ycosy) iv (‘rcosy — ccosa) cx)( yco^t — .rcos/3) 


= 2; 


【 4440. 1 】 求在极坐标 r 和 p 中平面向量 u = a ( r ， p ) 旋度的 
表达 式. 

解可将此题看成 4440. 2题 （ 1 ) 的特殊情况. 

设 
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. 场论元素 | 第八章多重积分和曲线积分 

= b • rot^ — a • rot/;. 

【 4439 】 求 （1) rot(gradw) ； (2) d/v(rot a). 


I a-^ 

y al 办 awlav 

7aaxaulaa: 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


Cl = a r e r + “〆 f + a z e z , 

其中心 与 z 无关.故由 4440. 2题 （1) 的结论有 

- f 1 fl(ra c ) 1 

roia = - r-^ -- k. 

L r dr r (i<p _ 

【4440.2 】rot a ( x 9 y 9 z ). (1) 在柱体坐标中； （2) 在球坐 
标中 • 

解 （1) 我们首先设 


u r i + aJ -\- a s k . 


则 

其中 



£ , = vx - 
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第一式的几何意 义是： 该向量是曲线 ^：y 


rcos^o 

rsinp 的切向量.其中 


^)^0 为同定的常数. 

类似地，第二，三式分别是曲线 



厂 0 cos^ 

sirup n 


r 0 COS^)n 

rjsin^i, 


的切向 M . 将 h 述三个切向 ft 上的单位向 M 分别记作夂，匕 ， A 


则打 


[ 


¥r 


coscpi + ^\n(pj 


( le 

d(D 

dtp 


slrupi + cos(pj 


r?r 

^Tr 

J(p 

r)x 


c)r 

COS ^Jy 


sirup 


所以 


_ siny> dcp _ cosy 
r dy r 

r A . 7 A .1 r 

dx 0v dz 


a 

l \ C °^^r 


S \ U(f 


. 為 ) 


i i/ • 3 coscp c) \ r 

+ 7 ( sin ^.- 


d 

Tz 


. 场论元素 第八章多重积分和曲线积分 


+ 

r 

arl^ 
= 


打 l3r X. 

II II 

有 

是 
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■ 

(CO 平 



ar 


+ ( - sin^r + coscpj ) • — y- + ^ y- 


-<9.^1 3 . ^ d 

er Jr + e ^ % Ycp +ez ^ 


Tz 


再设 


d r er +a^e tf J ra z e 9 , 


注意到 e r ^,7 z 是活动坐标架的单位向 M ， 它们也是的函 
数，并且 

fie r - r ?^ - 

■ gi ■ * — dj 


f)(p v * ci(p 


L = ( 1 L 
a r 


因此 


dr 


rotJ = V X a 


r?r r)z 


<Je r _ cle^ _ c)e z _ de z 
c)z 3z r ?2 ()(p 


f 丄七 £ — ^[^ L - 

\ r dtp 3 z I r \ Sz 

+「丄^^ 一丄 

T[_r r 7 r r # • 


私、， 


(2) 球面坐标变换为 

x = rcos ^ cos ^ f^y = rsin ^ cos^tZ = rsinip . 

设是空间中任意一点，它在直角坐标系 F 吋表示为 
QV^ = p = XI 4 - yj + » 


于是有 


fr = Tr 




= cos<pcosipi + sin^>cos0 / + sin^t , 

^ 4 + (hf + 每 

c)(p c!(p D(p 0 (p 

= r (— sin^cos^r + cos^cos^/ 卜 0 • 石）， 

每 =r (— cos^sin^r — sin^sin0 / + cos#) • 

和前题一样可得 
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了 ( sin ^ ccos ^ 


i — cosy (1 
()r rcosi/j d(p 

cos</y <9 \ 


sinysir 


巧) 


^ I i ^ 


• i 

f)<p 


U • 





并且可算得 

c)r 

Tx 

c)cp 

dx 

dijj 

()X 


所以，有 ▽ 


n0. 

• n 

II 

r7rlh 

9 




rjrl^v 
♦ 

c 

I- 


。; , - 3 iCIT 

-II l^t 7 

WT n 4 

scp^ln- t 、 i_^. •sico 
8rcos 4 r 

|| || + rftj + + al r9r 
也打； t1^i.^-+,i_r?ri.r7r# 

hrc 碁 (lA M(- 


iff. 





吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




设 a = a r e r + a ^ e lf 
注意到•，心 ，心是 的函数，并且 


_ , 

c)(p 

d l ± 

c)(p 




_ 一 ■ 


cos^/ 


sincpj 


蜂;， ^ 




3 e r 


- ^e c __ d~e^ _ a~e c 


dr 


i)r 


dip 


因此 


rota = ▽ X “ 


r X Y r ^ U r e r + ？ + “〆 4 ) 


rcos<p 


e 9 X z^(a r e r + a^e 9 + u〆 


+ —e^ X -y^(a r e r + a^e^ +u^e^) 


「 1 (— 3( 屮 CO^) ， ^£\1- 

L rcos < z > ^ ff(p /」 ' 


rcosp \ ^(p 

- 1 (hr 

- I 一 ■ 1 • _ 一 '* 1 - 

L rcostp clip 

户丄 ) • 

l. r dr , 


1- 


fir 


厂丄 

匕 r 


1 r ? a r > 


【4441】求向 Mr 的流量 ：（1) 通过锥体侧面 /+/</(0 
<^< A );(2) 通过这个锥体的底. 

解 （1) 在侧面 S , ，点的向径的方向与母锥的母线重合，因 
此，点的向径与圆锥在该点的法线互相垂直.即 


( r ) 


所以•向 M ，穿过侧面 S , 的流量为 

I r • 7 idS = 0. 

s i 

(2) 在圆锥的底面 S 2 上有 r • ?7 = h , 
所以，所求流量为 
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•场论元素第八章多重积分和曲线积分 






hdi dy = nh '. 


【 4442 】 求向量 J = lyz +Jxz +lxy 的流量 ：（1) 通过柱体 
侧面 x 2 + / < a 2 (0 < z < A); (2) 通过这个柱体的总表面. 

解先求 (2) 通过圆柱全表面流量为 




ridS 



(\\vadv 



OcLrd ^ d ^ 


再求 （ 1 ) 设 Si 表示圆柱的侧面， s 2 ， s 3 表示圆柱的上，下底面 . 而 


a 


I* •rydrd^y = [[a 




ndS 


xy drdy 


V ‘ S 3 


j r 3 si n^cos^t/ rdcp 


因此 


a 


nJS 


即通过侧面的流 ffl 也为 a 


[4443] 求向径 P 通过曲面 z = 1 — /x 2 + /(0<1 ) 的 
流量 • 

解设&为所给的曲面 ， S 2 为锥的底面即/加平面1:的圆 
域 X 2 + / < 1 .则 S = & + s 2 构成一封闭曲面 



而在 s 2 上； 丄 5 .故 

1 1 r • /IdS — 0* 

^2 

从而，所求流量为 

Q = I r • ndS = \r • wdS — |r • ndS = 7r. 

9^%J 

S i S ^ 

[4444] 求向量 3 = a •: 了 +y J + z' : ^ 通过球面 j 2 + y~ +z 2 
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的正八分之一的流量. 
解由对称性可得流量为 

Q = I |a- 2 circle + y 2 dxdz + z 2 drdy 


3 jz cLrdjy 


(1 — a: 2 — y )d.rd.y 




! d<p '(l-r 2 ) - rdr = ^( 

JO Jo L \ 


) 


3 丌 


【4445】求向 = yT-\-zf + x ^ 通过由平面 x = 0 ,y = 
0 ,z = 0 ,j +y + z = a ( a > 0 ) 围成的角锥总表面的流 tt . 运用奥 
斯特罗格拉茨基公式检验结果. 

解 设由平面 •!• = 0，jy = 0，z = 0， 

.r + . V + c = “所围成的四面体的表面为 S ， 并取 S 的外侧为正侧. 
乂设四面体的各表面依次为则流 M 为 


Q 

山对称性知 


^vdvdc 


ccLrdc + jdrd v ， 


Q = 3： 


j ， clrd‘v 


= 3 




xdrdy + I (*a*drd.y + j j drdy + | [.rdrd^l, 

Sj 5^ 5 4 

由于 S, ，$在 J <) y 平面的投影域为一线段，故 

aclrcl/ = ([xcljcl.y = 0, 

.s., 

|| xdrdy , 

x^O.y^O • 


[ 


乂 


•rdrd )， 


一一 一 




djdv 


idid . v ， 




将所得结果代入 （1) 得 Q = 0 . 
下面用奥氏公式来验证结果 


Q = | ' y d.y dz + zdrdc - 1 - jcLrdv 




. 场论元素 


第八章多重积分和曲线积分 


1 ( 




【4445. 1】求向量 a 

^的流量. 


i + y l j + z 2 k 通过球面: r : + y ’ +2 : 


解利用奥氏公式，可得所求流 M 为 




ndS 




dwadv 


(x + y ^ z )drdjyds • 


^ 2 + v 2 > z 2 0 


作变 w 代换 


—+ rcos < pcosip,y = rsiincpcosi / j.z = rsin 0 


则 

所以流 M 


D (j ， y ， g) 


rcosip^ 


- ， « ，豕 ， t w -a 一 

Q = 2 dr I d 0 j (j + rcos ^ cos 0 

•• 

+ rsin ^ cos 0 + rsinip ) • r 2 cos 0 d ^ 

= 4tt drj 二(士 + rsin0)r 2 cos^dp 

= 47 t | rclr = • +〆 = 晋. 

【4446】证明：向量 J 通过由方程？ = r ( u ^ v )(( u , v ) G H ) 
给出的曲面 s 的流 M ： 等于： 

」 〜 ds= J( J lf S) d —• 

s s 

其中心 =J 为曲面 s 法线的单位向量. 

证设曲面 S 的方程为 

r = x ( u , v )7 + y ( u 9 v)j 4 - z ( unv )^ 

则有 - 逛7丄办 r 丄运 r 


du du 


du 
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\du dv du I \du dv dv du ) 




du dv dv du 


il . 的 

Fhj ?)u 1 


W 此•鉍得 


dr 

du a [> 


则 


(ir 


IJr 


(!) 


( i ) +( 窦 ) + ( 袠) 


十 ( f ) 

,Idz \ 


— 办.赵4_ 远•运. 
du dv du dv du dv ' 


dr v dr 


乂 g ； xg 的方向 M 然是法线 J 的方向.所以我们有 


a 

•^4 




Ri - F 2 dudv 


1 <7 * ( i x i ) dwd ^ 

n 

IK " I I )—". 


【4447】求向讀 5 (〃 z 为常数）通过包围坐标原点的封 


^ 彡 a?awa.clar; 

生洳 ， 

+ 了 a\iawavidt; 

迅 ^ Tarlawarl 洳 


II 

arla^ 


ara; 

X 

ara. 


闭曲面 s 的流 M . 
解流量 





• 场论元素第八章多重积分和曲线积分 


Q = a • ndS = m \\ — ? -dS 

s s 

由 4392 题知 

cos(r^；) ds = 如， 

、 f 
故 Q = 4丌川. 


4 


cos ( r , n ) 


dS , 


【4448】求向量 S ( r > = j ] grad (—念 )（ 其中 c 为常数和 

为点 M ,( 起源点）到动点 M (7) 的距离）通过包围 M ,(/= 1，2, 
，^)的封闭曲面 S 的流量. 

解首先•我们有 




设 S 为包围点 iVf ,(/ = l ，〜 w ) 的闭 曲面. 并取外侧为正侧，以 
为屮心，充分小的正数£为半径作球曲 S ,(/= 1，…使这些球面 
全在 S 内且互不相交•并取内侧为正侧，由 S 及= 1，…〃）所 

围的立体记为 V ，则在 V ’中，1为调和函数.故 


clivgrad (-^-)= A (-^ 


Trr, 


故由奧氏公式得 


(1 - ndS 


dwadv 


而由 4392 题知 




? i)dS 


cos ( (is 

A 


= [0 当々古 / 时 
I 47 T 当々 =/ 时 
因此.向量 J 穿过曲面 S 的流量为 


\'a • ;5 cIS 



a • ?idS —文 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 


[4449] 证明 ： l [|| dS = |||▽ 2 “ drd > yd ^，其中曲面 S 限制体 


积 V . 


由4393题 （1) 得 


r^ds 

I 1 an 



AwcLrd vdi ： 


其中 




另一方面 v 2 


d l u 丄 d^u 

ar dy 2 dz 2 




所以 


V 2 






| 1 ^十 


drd^dc. 


【4450】在单位时间内通过曲面元素 dS 流入温度场〃的热 
ft 等于 dQ =— k tl • grach/dS •其中 6 为内部传热系数，^为曲面 S 
法线的单位向确定单位时间内物体 V 听积累的热 fi . 利用温 
度提卨速度,推导物体温度满足的方程式(传热方程式). 

解由于 

clQ =— kn • gradwdSf 
故在单位时间内•流出曲面 s 的热 M ： 为 


kiigradudS =— | k div(gradw) dxdydz » 


因此.单位时间内流入物体 V 的热量为 


—Q 



div( ^gradw) drd.yds. 


① 


再用另一种方法来计算物体 V 所吸收的热 量在心 时间内•温度的 
增加为心 d / 由热力学下律知•体积元素 cb = d . rd )， 如增力的 

ot 

热量为 cdupdv = cp^drdydzdt ^ 

其中 r 为物体的热容量（比热）， p 为其密度.因此•在单位时间内物 
一 442 — 




• 场论元素第八章多重积分和曲线积分 


体所吸改的热量为 


9 子 drd ： yck. 

at 


② 


比较①，②两式得 


|丨 cp 管 - div(^gradw) JcLrd^dc 

v 


这个等式对所论区域的任何子区域内V"都成立，且被积函数为连 
续函数，故必有 

= div(^gradw )， 

这就是热传导方程. 

【4451】处于运动中的不可压缩液体充满 区域 V. 假 定：在 
域V内没有来源点和出流点，推导连续方 程式： 




+ div(^) 


其中 p 为液体密度为流速向 M，/ 为时间 • 

提示 :研究 经过在V域中含有任意容积~的液体流. 

证设是区域 V内的任意闭曲面，它包围着区域 W， 取 
V；的外侧为正侧. 

在单位时间内•液体流出 1] 的流 M 为 


\pv • /kIS. 


因而流进曲面 Y 的流镦为 


U. 

纛 


ndS. 


应用奥氏公式可得 


—Q =— J | divC^otOcLrd^ydir. 

W 

再用另一种方法来计算流进曲面的流量. 


443 




吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




在 a 时间内，密度 p 的增 加为如 = fdt . 


故体积元素 cb = cLrd ^ d ^ 的质 M 增加为 f ^ cLrdjychrcl / 

at 


因此.在单位时间内流进区域 W 的流量为 





drd) ， dz. 


② 


比较①.②两式，可得 


素 + div(〆) Jdrdychr = 0, 


这个等式对于区域 V 内的任何于区域 W 都成立， R 被积函数连 
续.故当 ( x ，3 Nz ) 6 V 时 


+ c\\y(pif ) 


【4452】求向址 ^ 沿着螺线/^ == iacost -\- / asin / + ?/^(0 

</<2；0段所做的功. 

解所求功为 


_ 

ci t 

C 


u y (\y + a z clz 


% 2n 丨 隹 

L ucoi^((— usint) +asin/(acos/) +// • b]dl 

h • 


= b 2 tdt = 2vrb 2 . 


[4452. 11 求场 3 


+ 1 r +-^ 沿着连结点 m ( 1 ， 1 ， 1) 


与 N (2,4,8) 的直线段所做的功. 
解 MN 的方程为 


•r — 1 _ y — 1 


1)， 


即 a * : 
所求的功为 


1 、y = 3/ + 1，2 


+ 1 


(0</< 1) 


= —dr ~h —dv + —dz 

J mv y z x 
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7. 场论元素 第八章多重积分和曲线积分 


.!37+T d ^I!77+I dr+ Il 7+T d/ 

-^-ln(3/ + l) +-|-ln(7 / 1) +7ln(/ + l)U 


4ln4 + 4ln8 + 71n2 


188 


ln2. 


【 4452.2 】 求场 a = ie^ z 
M(K3,5) 之间的直线段所做的功 . 
解 CM 的方程为 


+ v 沿着 0(0,0,0 )与 


i = 
1 

=^ = A = 
3 5 

: / (0<r< 1), 

即 = /，jy = 

3/.c = 5/. 


所求功为 



W = 

[adr = 

J flW 

• 

n + dv + e ry dz 

(M 


e 2/ +3e w +5e 2, )d/ 


(一 3e - 2，+|叫 


e 4 — 3e 一 2 + 4. 


【 4452. 3 】求场 5 = (^ + ^)7 + (2 +a*)J + + 在球 

面 P +y = 25 上沿着连结点 M(3,4,0) 和 N(0,0,5) 点的 
极短大圆弧所做 ^ 功 . 

解曲线的参数方程为 


3cos0,.y = -lcos0,2* = 5sin^ 


(°<0< ) 


所求的功为 


^ (y + 2：)dr — (z + x)dy (x + y)dz 

MS 一 

■f …. 

[— (4cos0 +• 5sin0) 3sin0 

Jo 

—(2 — 3cos0)4sin0 — 7cos0 • 5cos0 dip 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六） 


= P ( - 24sir^cos0 — 8sir^— 15sin : 0+ 35cos^) d0 
Jo 


(— 12sin 3 0+ 8cos^») 




0 


1 ； [- 


I - 1 — cos2</> + 35 1 — cos2</> 


d0 


=-20+10 • f = 5 tt —20. 

【4453】求向 M 3 = /(r) 汽其中 / 为连续函数）沿着 AB 弧 
所做的功. 

解 由 

a = fir)? = f(r){xi +yj + J )， 

所以，所求功为 

w = ^ / (r) (xcLr + ydy + zdz). 

由丁 • /(r) (j-dr + ydy + zdz) 是一个全微分， 

因此线积分与路径无关，故 

W = f^/(r)(j-dr 4-^d.y + ^ds:) = h f(r)rdr. 

J AB r A 

【4454】求向量 d =—〆 +:r/+c^(r 为常数）的环流 :（1) 沿 
着圆周 x 2 +y = l,z = 0,(2) 沿着圆周 (j* — 2) 2 + y = 1，2 = 0. 
解 （1) 圆 x 2 +/ = l,z = 0 的向径 P 适合方程 
r = cos,r + sin// + 0 • ^ (0 ^ ^ tt) » 

hk a . d ； 

=(—sin/f + cos^/ + c^) • (—sin/r + cos// +cjh?) d/ 

= d /， 

故所求环流为 

* - — f2»t 

r = O a • dr = d/ = 2 丌 . 

r 0 

(2) 对于圆 (i-2 ) 2 +y = l， z = 0 有 

r = (2 + cost) i + sin// 4 - 0^ (0 < / < 2 兀）， 
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7 . 场论元素第八章多重积分和曲线积分 


[(—sin"’ + (2 + cos/) / + c /:) 
• (— sin/f + cos// + of)]d, 

( 2 cos/ + 1 )d/. 


故所求环流为 


(2 cos/ + l)d/ = 2 丌 . 


【4455】求向 MJ = grad(arctan f )沿着周线 r 在两种情况 
F 的环流厂 :（ i ) r 不围绕 O 轴转； （2) C 围绕 O 轴转. 


a 


- gratl(arctan 上） 

:i( arctan f) r +|;( arcta O' 

<P u • dr =<p ^-arctan ^ dr ^-arctan ^ d v 
Jr Jr ax x ay x 

:(J (arctan 2 


其中 是当用柱坐标 


x — rcosp ，>> = rsincfnz = 2, 

表示点 M ( o ^ v ， 2 ) 时•点 iW 在 C h 运动一周时 y 的改变 tt . 

(1) 当曲线（: 不围绕 a ： 轴时，则点 M 在 r 上运动一周时# 
的值不改变，故得厂 = o . 

(2) 当曲线 r 按右手系闱绕(知轴^圈时，则当点 m 在 r 上运 
动一周时 p 的值增加了 2/m 故得厂= 2"7T. 

【4455. 1】给出向 M 场： 


计算在点 iVKM . l ) 的 rot 二近似地求场沿着无限小圆 周厂: 
； (x- 1) 2 + (^-1) 2 + (^-I) 2 =£ 2 , 

(•r _ 1 )cosa + (夕 一 1 ) cos ^3+ (2 ^ 1 )cosy = 0 • 

的 环流. 其中 cos : a + cos 2 ^ + cos 2 / = 1. 




沿小 IM ] 周 C 的环流 


厂 




rota • ndS 


其中 s 是由 c 张成的在平面 

(j- — 1 ) cosa + (jy — 1) cos/3 + (s ： — 1) cosy = 0 

上的小 _ 域•用 roia ( M ) 近似地代替则得 


% 


| ( 士 cosa — y cos/3 - >/2cosy|dS 


(i 


cosa 


is/3 —>/2cosy) 


7te_ 


【4456】平面不可压缩的液体稳定流由下面的速度向量 
确定： 

(L = u(x,y) i +v(x,y) j. 

求 ：（1) 经过 包围域 S 的封闭周线 C 的液体流量 Q ;(2) 速度 
向量沿着周线（:的环流 r . 若流场是无源泉、无漏孔和无旋的，则 
函数 M 和^满足什么样的方程式？ 

解 n ) 设流体的密度为 〆 * r ，： y ) •则流出液体的量为 


Q 


ndS 


(. 
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_ I 7 .场论元素 I 第八章多重积 分和萌 线积分 

其中^为闭曲线上的外法线方向的单位向量.设7为曲线上的点 
的切线方向的单位向量且令 /" = co^aT + sina /， 则 

(7 ， x) = a = y + (fhx) = 7r+ (n,y) 9 


( 7 ^ y ) = = a - 

故得 n = cos (;?,! r)T + cos (/ I , v ,)/ = sina / — cosa/f 
由此得流量 


Q = djo(wz* + vj )(s\naf — cosa /)ds 



c 


(wsina — t;cosa)ds = ^ — pud.r + fju d,y. 


应用格林公式得 

Q = l [[| ：( ^ )+ |； ( ^ ) ] drd ^ 


( 2 ) 


=• dr = 卡 〆 


udi + vdt ) 




drdjy ， 


若液体是不可压缩的，则 p = 常数•所以 
q= 


厂 




若流场无源泉无漏孔及无旋度，则对于流场中任何围绕 C 及其所 

Zrt ra C Vhr-tx 


包围的域 s 均有 


Q = 0 及厂 = 0. 

〒是，在流场中的每一点，均有 

_+笋=0及笋一笋 = 0. 

ax dy ax dy 

【 4457 】证 明：场 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六 ）I 


a — yz(2x y + z)l xzix 2y + z) j 
十 j^U + ：y + 22：) 石， 


是有势场.求这个场的势. 
证因为 



du 


yz(2s + y + z) 


du 

xz (x + 2y-hz) 


k 

dz 

du 

jry(j' + y-\-2z) 



故 c ： 为有势场.它的势闲数是 


u ( x ^ y ^ z ) 






.ys: (2.r + -f- ^ )dr + j-c (.r + 2,y + ^) 


+ ^ y(x + 3 F + 2 ^)de + Ct 

取积分路径为折线段 () ABP 其中的坐标依次为(0,0, 
0) ， （. r ，0,0) ， ( j *，》。） ， ( o *， jy ，2：) •则 

u = OcLr [ 0d.y-f * + y + 2z)dz~{-C 

Jo Jo 0 

= u J yz xy ~ z xyz ' + C 
= xyz(,x + y + z) +(; 

其中 C 为任意常数. 

【4457. 1】确认场 的势： 


a (y+z)^ 1 (y + z)^ J (y-\-z)^ 

并求场沿着连结点 M ( l . l ，3) 和点 5) 的正八分之一路线 
所作的功. 

解 当 J + 2： # 0时， 






7. 场论元素 第八章多重积分和曲线积分 



解 du = a • dr =— ^ (o*dr + ydy + zdz) 

= ^ 2 ? dr = -7 dr = d (7)， 

故势 U = ^+C\ 

r 

其中 c 为任意常数. 

[4459] 求位于点 M,(i = l ,2，一， n ) 的质量系 = 1， 

2，"_， d 所形成的引力场 的势. 

解 由位置在 H 的质点系 m ,(/= 1 ， … 〃） 所产生的引力场 

为 ^ = S 

# = 1 1 = 1 r i 

其中 n = (x — Xi)i (y — y,)J + (z — z.) 
r,=\n I. 




由 4458 知 
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吉米多维奇数学分析习题全解(六) 




grad 


川， 


…，《)， 


n 


故得 grad 5] 




S s rad 


即引力场 J J 的势为 


u ( x , y , z ) = 2 . 


【 4460 】 证明： 场<;= /( r )^ 其中 /( r ) 为单值连续函数）是 

有势场.求这个场的势. 

证 a = /( r )； = f(r)(xT + yj + 4 )， 


rota 


ar 

du 


du 


dz 

du 


xf ( r ) yf ( r ) zf ( r ) 


z • /( r ) • —yf (r) • 


J ( r ) • — 一 z ,( r ) 


yf \ r ) • y - xf \ r ) • 


故 J 为冇势场•势闲数为 


u ( x , y , z ) 


r(j.y.z) ^ 

J *-r 0 ->0^0 , 


d； + C 


f ( r)r • dr+C 




其中 


f O I o I 

r 十 y + iT 


452 




